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1. (Mines 2002) Soient A et B deux matrices réelles carrées d’ordre 3 telles
que A® = B® = 0. Montrer que A et B sont semblables si et seulement
si elles ont méme rang.

2. (CCP 98) La matrice :

-1 -1 -1
-1 -3 1
0 0 -2
Est-elle diagonalisable ?
3. (CCP 2000) La matrice :
1111
0010
A= 0100
1111
est-elle diagonalisable ?
4. A quelle condition :
1
01 =
A= 00 2
000 2

est-elle diagonalisable sur R 7
5. (Centrale 2002 avec Maple) On considére la matrice :

111
A=111 3
00 2

(a) A est-elle diagonalisable ?
(b) Montrer que A est semblable 4 :

000
021
00 2

(c) Déterminer un polynéme annulateur de A.
(d) Montrer que (I3, A, A%) est une famille libre de M3(R).
(e) Trouver tous les polynémes annulateurs de A.
(f) Soit M € M;3(R) vérifiant les deux conditions :
i) M3 —4AM?+4M =0,
ii) la famille (I3, M, M?) est libre.
Montrer que M est semblable & A.

6. (CCP 99 et Cen 2000) Valeurs propres, sous espaces propres des endo-
morphismes de Mj(R) définis par :

a b (e ¢ a b . d —b
c d b d c d —c a
7. (CCP 2003) Etudier le caractere diagonalisable et déterminer les puis-
sances de la matrice (a;;), avec :
1 sii=j
0  sinon
8. (CCP 2003) Soit A = (a;;) € M,,(R) définie par a;; = 7.
(a) Calculer A%, A est-elle inversible ?

(b) Rang de A7

(c) Valeurs propres et sous-espaces propres de A? A est-elle diagona-
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lisable 7
(d) Soit B = LA. Caractériser I'endomorphisme canoniquement asso-
cié a B.
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9. (X 99) Déterminant, valeurs propres et vecteurs propres de : 14. (CCP 99) La matrice :
01 0 ...0 -1 & 2
1 0 1 0 A=| v 1
A=|............. v ow ]
8 (1) (1) (1) ou u, v, w sont des réels non nuls est-elle diagonalisable ?
15. (Mines 98) Soient ay, as, . . ., a, des nombres complexes.
10. (CCP 99) Inverse, Valeurs propres, sous espaces propres de : La matrice (a;6;p+1-;) est-elle diagonalisable ?
16. (CCP 99) Résoudre le systeme suivant d’inconnues (X,Y) € My(R)?:
1 0 ..o 0
31 5 1
1 XY—(2 3) YX—(_1 1)
0 1
. e e 17. (CCP 99) L’endomorphisme de R,,[X] défini par :
0 ... 0 1 10 P P(X —1)
1 1
est-il diagonalisable ?
11. (Mines 2001) Soit A € M,,(K) de la forme : 18. Soit A € M3(C) telle que :
a b ¢ d Vm>1, A" =(-1)"E+2"F +G
A= (1) (i {L g ou E,F,G € M3(C). A est-t-elle diagonalisable ?
00 1 ; 19. (Mines 2001, Centrale 2002, 2003) Soient A, B, M € M,,(C) telles qu’il

existe A, u € C vérifiant :
Montrer que A est diagonalisable dans K si et seulement si elle possede
quatre valeurs propres distinctes dans K.

12. (CCP 99) La matrice complexe : M est-t-elle diagonalisable ?

20. Trouver M € M3(C) telle que :

M*F = XA+ 4*B pour k=1,2,3

a a3 ... Qa
az Qaz ... Q2 11 -5 5
M= . M>=|-5 3 -3
' ' 5 =3 3
Ay e an
est-elle diagonalisable ? 21. Trouver toutes les matrices M € M;3(C) telle que :
13. (CCP 2000) Soient Aq, Mg, . .., A, des réels distincts et A = (a;j)1<i j<on € 9 00
Mo, (R), telle que a;; = 0si 4 < j et asg—1,26-1 = Gopor = A pour M2+M=1[-5 40
k = 1,2,...,n. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les -8 0 1

coefficients de A pour qu’elle soit diagonalisable.
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22. (1996) Soit A € M,,(C), diagonalisable, de valeurs propres distinctes.
Quel est le nombre de matrices X telles que X2 = A?

23. (X99) Soit A € My(C). Résoudre I'équation X? = A d’inconnue X €

Ms(C).
24. Soit

-2 -1 2

A=1|-15 -6 11

14 -6 11

Déterminer (ayn, by, ¢,) tels que :

Vn € N*, A" = a, A% + b, A + ¢, ];

25. (CCP 99) Soit A € M,,(R) telle que A> = A+1,. Montrer que det A >
0

26. (CCP 98) Soit a € R, a # 1.
211
A=1(1 2 1
00 a

Montrer que les matrices réelles qui commutent & A sont de la forme

P(A) avec P € R[X] de degré < 2.
27. (CCP 99 et Centrale 2001) Soit E un C-espace vectoriel de dimension

3. Soit f € L(E) telle que :

fA=f et dimKer(f —1Ig)=1

Montrer l'existence d’une base de E ou la matrice de f est de la forme :
100
0 0 «
000

avec a = 0 ou 1.
28. (Mines 2003) Trouver les A € M3(R) telles que A* = B avec :

)
010
B=[0 0 1
000
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29. (Cen 99) Tout l'exercice avec Maple.
Trouver les éléments propres de :

211
A=11 2 1
1 21

Comment le ferait-on & la main? Trouver les X € My(R) telles que
X?2=A.
Trouver les @ € R[X] tels que Q(4)? = A.

30. (CCP 98) Trouver les matrices M réelles telles que M? = A = (1—4; ;).

2im

3l.w=en, A= (W0, . Calculer A? et A*. A est-t-elle diago-
nalisable ?

32. (Mines) 0 < a; < ag < -+ < ay.

0 ay a3 ... a,
ap 0 a3 an
A= ... ... . ...
ay az as 0

(a) Calculer det(A).

(b) Montrer que A est valeur propre de A si et seulement si :

n
PIP et
i:l)\+ai

(c) A est-t-elle diagonalisable ?
33. (Mines) Soit A = (aiﬂ')lgingn € Mn(R) définie par :

aij=a sii<j
ai; =0
ai,j:b SlZ>_]

Montrer que les images des valeurs propres de A dans le plan complexe
sont cocycliques. A est-t-elle diagonalisable ?
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34. (Mines 99,2002, CCP 2001) Soit A € M,,(K) diagonalisable. Montrer
que la matrice
A A
(3 %)
Pest aussi.
Soit A € M,,(K). A quelle condition la matrice

A A A
A A A
A A A

est-elle diagonalisable 7 Généraliser. (cf feuille d’exercices généraux d’al-
gebre linéaire)

35. (CCP 98) A € M,(R) telle que Tr(A4) # 0. Soit f I’endomorphisme de
M, (R) défini par :

M (Tt A)M — (Tr M) A

f est-elle diagonalisable, si oui, trouver ses vecteurs propres.

36. (Mines 99) Soit 4 € M,,(R) telle que A> = A% — A. Montrer que rg A
est pair.

37. (Cen 2003) Soit E un C-espace vectoriel et f € L(E) tel que les seuls

sous-espaces stables par f soient {0} et E. Que dire de la dimension
de E7 Méme question si le corps est R.

38. (Cen 98)
(a) Si P € C[X] et A € M,(C), diagonalisable, montrer que P(A)
aussi.
(b)
0 1 0
J=
0o ... 0 1
1 0 0

Calculer J™, m € N* et déterminer les éléments propres de J.
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(¢) ap,ai,...,a,—1 sont des complexes.
ag ay Ap—2 QAp—1
ap-1 QAg ay Ap—2
M =
a2 QAp—1 <) ay
ay [£3) N . )

Exprimer M a l'aide des J™ et diagonaliser M.

39. (Cen 99) Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, f, g deux
endomorphismes de F tels que :

fog—gof=af a#0

(a) Montrer que f*og—go f* = kaf*.

(b) Soit (A,v) un couple propre de g. Montrer qu’existe k& € N* tel
que f*(v) =0.

(¢) On suppose que g est diagonalisable, montrer que f est nilpotent.

40. (Cen 2000) Soit E un C-espace vectoriel de dimension n, u, v deux
endomorphismes de E tels que :

uov—vou=au+ v

(a) Montrer que u et v ont un vecteur propre commun en commengant
par le cas a = 6 = 0.

(b) Calculer u* o v — v o u*.

41. (Mines 2002 et 2003) Soient f,g € L(E) tels que fog — go f soit de
rang 1. Prouver que, si z € Im(f o g — go f), alors Vn > 1, f*(z) €
Ker(fog—go f). En déduire que x; se décompose en un produit d’au
moins deux facteurs.

42. (Mines 2003) Soit A = (a;);; € M,(R), avec a; # 0. Déterminer la
dimension de la plus petite sous algebre de M,,(R) qui contient A.

43. (CCP 98) Soit f I'endomorphisme de Ry, [X] défini par :
P (X2—1)P' — 20X P

Vérifier que c’est bien un endomorphisme. Déterminer ses valeurs propres
et ses vecteurs propres.
f est-il diagonalisable ?
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

(CCP 99) Soit ¢ 'endomorphisme de R,,[X] défini par :
P (X—a)P +P

Noyau ? Valeurs et vecteurs propres de ¢ 7 Est-il diagonalisable ?
Soit f I'endomorphisme de R,,[X] défini par :

P (nX +1)P+(1— X% P

f est-il diagonalisable ?
(X 99) L’endomorphisme de Ry, [X] défini par :

P X(X+1)P =20 X P

est-il diagonalisable ?

(CCP 2000) Déterminant et polyndéme annulateur de :
A= (1+aia5)i<ij<n

Soit E/ un C-espace vectoriel de dimension 3. Trouver les sous espaces
stables par f € L(E) dont la matrice dans une base de E est :

111
A=10 01
000

(1996) Calculer A™ avec

11 ... 11
1 .. 01
A 10 01
1 ... 01
11 11
0 I,

(1996) Soit A € M, (C) et B =

A 0) Calcul de x5 en fonction de

Xa- S1 A est diagonalisable, B lest-elle ?
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ol.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58

(Cen 2000) Soit A € M,(C) et M = ( L A). Déterminer Sp(M)

-A I,
en fonction de Sp(A?) et les sous espaces propres de M. Condition
nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable ?

(1996) Soit A la matrice :

1 1. 11
-1 1 . 11
-1 1 11
-1 1 11
-1 1 11

Calcul de A, A", valeurs et vecteurs propres.

(1996) Soit A € M,,(C) vérifiant A% = 242 — A. Montrer que Tr(A) €
N.

(1996) Soit u € L(E) tel que tout vecteur non nul de E soit vecteur
propre de u. Montrer que u est une homothétie.

(1996) m € C. Discuter la diagonalisation de :

=

1
1
1
1

S k=R
— o

(1996) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. (e;)1<i<, une base
de E, o une permutation de {1,2,...,n} et u 'endomorphisme de F
défini par : u(e;) = eq(;). u est-il diagonalisable ?

(1996) Soient A et B dans M, (R) telles que :

Vk € N, Tr(4%) = Tr(B*)
Montrer que :

YA € R, det(I, + AA) = det(I, + AB)

(Cen 2001) Soit n > 2 et A € M,(R) diagonalisable sur R.
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99.

60.

61.

62.

63.

(a) Comparer les valeurs propres et les sous espaces propres de A et
de A2001.

(b) Montrer que I’équation X2%°' = A n’a qu'une solution diagonali-
sable sur R et que cette solution est un polynéme en A.

(c) Soit B diagonalisable sur R telle que A2°! = B2001 Comparer A
et B.

(d) Condition nécessaire et suffisante pour que 1’équation X200 = A
ait une unique solution dans M, (R).

(1996) Soit A € M,,(C) a valeurs propres distincte, C'(A) le commutant
de A. Trouver dim(D(A)) ot :

D(A) = {M € M,(C), C(A) c C(M)}

(1996) Déterminer les «; pour que la matrice :

2n 0 0 ... a9
0 2n —1 0 s Qgpq
A=1| o0 0 0 :
0 0 1 a
-1 -1 -1 0

n’ait qu'une valeur propre.
(CCP 97 Cen 2003) Soit f € L(E) (dim E = n) tel que :

(f =16 (f+20p) #0 et (f—1g)’o(f+2Ig) =0

montrer que f n’est pas diagonalisable.

(Mines 97 et 2000) Soient a,b € R, spectre de M = (a;;)1<ij<n avec
a; = a et a;; = bsii# j. Trouver les sous espaces propres associés.
Exprimer M* "sans calculs".

(Esim 97)

Il
o oo
[SESS
=R=E3)

est-t-elle diagonalisable 7
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

(CCP 97) Soit X € M,(R), on note S(X) = > 7, z1;. et #(X) =
X + S(X) A, A e M,(R) donnée. Valeurs propres de ¢? Dimension
des sous espaces propres ? Conditions sur S(A) pour que ¢ soit diago-
nalisable ?

(ENS Paris 97) Diagonaliser une matrice réelle tridiagonale avec des 0
sur la diagonale et des 1 sur les deux autres diagonales.

(Cen 97) Soient U et V' deux matrices unicolonnes & coefficients réels,
acR, A=1,+aUtV.

(a) Montrer que A est inversible si et seulement si 1 + o'UV # 0;
calculer alors A1 en fonction de A.

(b) Calculer le spectre de A —I,, en fonction de o, U, V.
(c) Calculer det A.
(Cen 97) Soit E = R,,[X].

(a) Montrer 'existence d’un unique P, € E tel que :

V8 € R, sin(n + 1)8 = sinf P,(cos 6)

(b) Prouver que P, est un vecteur propre d'un endomorphisme ¢ €
L(FE) de la forme :

Prs (X2=1)P" —aX P

(c) ¢ est il diagonalisable ?

(Mines 97) Soient a et u deux endomorphismes de E de dimension 2 sur
C. On suppose u # 0 et a diagonalisable. Prouver qu'il existe au plus
deux endomorphismes non diagonalisables sur la droite affine passant
par a et dirigée par u.
(Mines 97 et 2001, X 2002) dim E = n, u € L(E) est dit cyclique s'il
existe z € E tel que (z,u(x), - ,u""1(z)) soit une base de E.
(a) Montrer que si u € L(E) a n valeurs propres distinctes il est
cyclique.
(b) Montrer que si u est nilpotent, il est cyclique si et seulement si
u® =0et u" ! #£0.

(¢) Soit u un endomorphisme cyclique de E = C™.
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i. Quelles valeurs peut prendre le rang de u ? Donner un exemple
pour chacune de ces valeurs.

ii. Déterminer x.
iii. Déterminer I’ensemble des polynomes annulateurs de wu.

iv. A quelle condition nécessaire et suffisante u est-il diagonali-
sable ?

v. Soit M la matrice canoniquement associée a u. Montrer qu’il
existe un polynome P tel que :

tCom(M) = P(M)

70. (Cen 99) Soit la matrice :

2 1 1

A= |t
1
1 ... 1 2

Calculer les puissances de A.

71. (X 99) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et z € E. Si
f € L(E), on note :

F, = Vect (fk(x),k € N)

Caractériser les endomorphismes diagonalisables f tels qu’existe un x
tel que F, = E.

72. (ENS Paris 97) Diagonaliser M = [min(z, j)]1<ij<n-

73. (X 97) Calculer rapidement le déterminant :

z 1 1
1

"
1 1 =z

74. (Mines 97) Toutes les matrices de 'exercice appartiennent & Ms(C).
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(a) Prouver que toute matrice est semblable & une matrice d'une des

formes suivantes :
/\1 0 A 12
0 X 0 A

(b) Soient A et B non semblables a al, (sic). Montrer que A et B
sont semblables si et seulement si elles ont le méme polynome
caractéristique.

(¢) Montrer que toute matrice est semblable & une matrice symé-
trique.

(d) Montrer que toute matrice est un produit de deux matrices symé-
triques.

75. (CCP 97) Soit f € £(R?). On définit g, par :

Montrer I'existence d’un entier ng tel que g, soit inversible pour n > ny.
76. (Cen 97 et 98)
-1 k
ko X

Py(X) = X" — &=

(a) Montrer que 1 est racine simple de P,.

(b) Soit z une racine de P,, montrer que |z| < 1.

(c) On suppose que e est racine de P, avec —m < § < 7. Montrer,
en considérant Re (ne™™? P,(e)) que § = 0.

(d) Simplifier @,, = (X —1)P, et prouver que toutes les racines de P,
sont simples.

(e) Soit M € M,,_1(C) dont le polynéme caractéristique est ¢,,(X) =

LX) On note S, = -0_, Tr(M*). Montrer que la suite (S,)

converge et montrer que sa limite vaut %37 puis calculer explici-
tement cette limite.
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(f) Soit A € M,(R) dont le polynéme caractéristique est P,. Montrer
que A est semblable a :

0 ... 0 1/n

Lo
0 1/n

0 ... 1 1/n

77. (Centrale 2002 avec Maple) Soit A € C[X] et B € C[X] de degré n.
On considére application Tg de C,_1[X] dans lui méme qui associe
au polynéme P le reste de la division de AP par B :

P+~ AP mod B

(a) Montrer que Tp est un endomorphisme de C,,_1[X].

(b) On suppose B a racines simples. Montrer que T est diagonalisable
et en préciser une base de vecteurs propres.

(c) Onprend B=X"—1; A=ap+ a1 X+ +a, 1 X" L Ecrire la
matrice de T dans la base canonique de C,,_;[X]. Calculer son
déterminant.

(d) On prend maintenant B = (X — 1)2(X +1). A quelles conditions
sur A, Ty est-il diagonalisable 7 Généraliser.
78. (Mines 98) Montrer que le commutant d’une matrice A € My(R) est
un sous espace de My(R) de dimension 2 ou 4.

79. (X 98) Soit A € M, (C) dont les valeurs propres sont les racines n-
iemes de l'unité. Soit ¢ € C tel que |¢| < 1. Montrer que (I, — cA)~2
est un polynome de degré < n — 1 en A a expliciter.

80. (Mines 98 et Cen 2000) Soit A € M,,(R) telle que :

Vi,j, ai; >0 et Vi, » ai;=1
j=1

(a) Montrer que 1 € Sp(A) et dimKer(4 —1,) = 1.
(b) Prouver que, si A € Sp(A), alors |\ < 1.
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(¢) Montrer qu’existe a € C tel que pour toute valeur propre A de A
on ait | —a| < 1.

81. (CCP 98) Soit u € L(E), dim¢(E) = n, P € C[X]. Montrer que si A
est valeur propre de u, P(A) est valeur propre de P(u). Comparer les
vecteurs propres de u et de P(u).

Si u est diagonalisable qu'en est-il de P(u) ? Réciproquement ?

82. (Cen 98) On appelle seconde diagonale d’une matrice A = (a;;)1<ij<n
la diagonale des a;,4+1-; ou 1 < ¢ < n. On note s 'application qui &
une matrice A € M,,(R) associe la matrice B dont les coefficients sont
symétriques de ceux de A par rapport a la deuxiéme diagonale.

(a) Montrer que s est un automorphisme de M, (R).

(b) Si A = s(A), A est-elle diagonalisable ?

(¢) En s’aidant de Maple, trouver une relation entre les polynomes
caractéristiques de A et s(A).

(d) (Non posée au concours) s est-elle diagonalisable ?

83. (ENS 98) Soit A € M,,(C) telle que A% soit diagonalisable. A I'est-elle ?
Et si le corps est R.

84. (CCP 2000, Cen 2003) Soit A € M,(C) telle que A (p > 1) soit diago-
nalisable. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si rg(A) =
rg(A2) et qu'on peut remplacer cette condition par Ker A = Ker AP.

85. (Cen98) J = (0int1-j)1<ij<n- M = al,+bJ. M est-elle diagonalisable ?
Donner ses éléments propres en fonction de a et b.

86. (Cen 98) Déterminer les couples (), u) € Z? tels que le polyndme X2 —
AX + p ait deux racine de module 1.

Trouver les matrices M € My(Z) dont une des puissances vaut Ip.

87. (X 98) On note Z[i] 'ensemble des nombres complexes de la forme
a+1ib avec (a,b) € Z2. Soit Q C GL,(C) telle que tous les éléments de
Q soient & coefficients dans Z[i] et vérifient la propriété suivante :

VAeQ, 3pe N* /AP =1,

Montrer que :
JdgeN*/VAeQ, A1=1,
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88. (Mines 99) Soient u et v deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel
E de dimansion finie, tels que :

uov=vou et (u—alg)o(v—pPIg)=0

Quelles sont les valeurs propres de u + v ?

89. (CCP 2001) Soit (f;)1<i<p une famille finie d’endomorphismes d’un C-
espace vectoriel £ de dimension n qui vérifie :

{Vke 11, ] fr=-lp
Wk, G €Lpll /k#7 feofi+fiofi=0

(a) Sp(fr)?
(b) Diagonalisabilité de fj 7
(¢) Tr(fi)?

e

90. (Cen 2003) Soit E un C-espace vectoriel de dimension n. Pour g €
L(E), on définit un endomorphisme G de L(E) par :

frfog—gof

(a) Montrer que si g est nilpotent, G aussi.

(b) Montrer que si g est diagonalisable, G aussi.

(c) Montrer que, pour tout couple (z,y) € E?, de vecteurs non nuls,
il existe f € L(E) tel que f(z) = y.

(d) Montrer que si G est diagonalisble, g aussi. Ce résultat tient-il si
le corps est R?

91. (Cen 98, 99, 2000, 2001) dimg(E) = n. Si u € GL(E), f € L(E), on
note ®,(f) =uo foul

(a) Montrer que ®,, est un automorphisme de L(E).

(b) Montrer que si u est diagonalisable, ®,, aussi.

(c) Montrer que la réciproque est généralement fausse. On prendra
K = R et u 'endomorphisme de R? canoniquement associé a la
matrice :

0 1)
-10
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92.

93.

94.

95.

96.

97.

(d) (Non posée au concours) Montrer que, si K = C la réciproque est
vraie.

(Mines 97) soit f4 'endomorphisme de M,,(R) défini par :
X = AX

Trace ? Rang? Spectre ?

(X99) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et v € L(E). On
note I' "endomorphisme de £(E) défini par u — u o v. Etudier le lien
entre les caractéres diagonalisables de v et de T'.

(Mines 2003) Soient A et B dans M,,(C) telles que AB = 0. Prouver
qu’elles ont un vecteur propre commun puis qu’elles sont simultanément
trigonalisables.

(Cen 98) Soient A et B appartenant & M, (R) vérifiant :

(A,B) #(0,0), AB—BA=A

(a) Trouver deux matrices vérifiant ces conditions.
(b) Tr(A)?
(c) Soit @ : M,(R) = M,(R) :

Mw— MB — BM

Montrer que c’est un endomorphisme. En donner deux valeurs
propres.

(d) Calculer ®(AP). En déduire que A est nilpotente.
(e) Valeurs propres de A, x4, montrer que A" = 0.
(ENS 99) Soit ® : M,,(C) — M,(C) :

M— AM — MA

Que dire de ¢ si A est diagonalisable ? Nilpotente ?

(X99) Soit D € M, (R) diagonale dont les éléments diagonaux sont
distincts. Que dire de A € M,,(R) vérifiant :

AD? —2DAD + D*A =07
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98.

99.

100.

101.

102.

103.

(X99)
(a) Montrer que toute matrice complexe est semblable a une matrice
triangulaire.

(b) Soit A = (a;;) € M,(C). On pose S; = > |a;;| > 0. Prouver
Pinégalité :

n

|aj;]

=1

(X98 et cen 99) Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. 4, B,C' €
L(FE) tels que :

AC =CA BC =CB AB =BA+C

Prouver que A, B,C ont un vecteur propre commun, puis qu’ils sont
cotrigonalisables.

(ESPCI 2000 et X 2001) Soient A et B deux matrices carrées de taille
n a coefficients réels. On suppose que A+ AB est nilpotente pour n+ 1
valeurs de A. Montrer que A et B sont nilpotentes.

(X 2000) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et © € L(E).
Prouver I’équivalence des deux propriétés suivantes :

i) E =Im(u— Ag) ® Ker(u — A\g).
ii) u admet un polynéme annulateur P € R[X] dont A est racine
simple.
(Ens 2003) Soit A = (a;;) € M, (C). On note 7;(4) = >, ;|-
(a) Montrer que les valeurs propres de A sont dans I'union des disques
de centres a;; et de rayons r;(A).

(b) Pour ¢ # j, on définit :

By ={2€ C/|(z —au)(z — aj5)| <r:i(A)r;(A)}

Montrer que Sp(A4) C U,<;j<p Bij-
(X 2000) Soit A € M,,(C). Montrer que si :

Tr(Ak) =0 pour 1 <k<r

alors A admet r + 1 valeur propres non nulles ou est nilpotente.
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104. (ESPCI 2001) Soit f € L(E) ol E est un C-espace vectoriel de dimen-
sion n. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si tout sous
espace propre de f admet un supplémentaire stable par f.

105. (X 2000)

(a) Soient P et @ deux polynomes a coefficients dans K.
Epo={RP+SQ/(R,S) € K[X]*}

Etudier la structure de Epg et prouver qu'il existe A € K[X] tel
que Epg = AK[X].
(b) Soit A € M,(R), B € M,,(R). Soit ¢ : M, n(R) = M, ,(R)
définie par :
Mw—AM—-MB

Prouver que ¢ est bijective si et seulement si il existe P et ) dans
R[X], premiers entre eux sic tels que P(A) =0 et Q(B) = 0.
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