Calculs de limites, développements limités, développements asym

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile *** difficulté moyenne
1 : Incontournable

Exercice 1 IT

*x%k difficile  ***** treg difficile

T : pour travailler et mémoriser le cours

Etudier I’existence et la valeur éventuelle des limites suivantes
1.

. limy_, /> |tanx
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14.

X
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x—1, x>1 In(1— /7)(271)
li xIn(chx—1)
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. In(x+1)\*
limy o ( (lnx ))
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im,_,, )7 —5a

Iy\ X
limy—, 4o (COS(aer)) (ol cosa # 0)
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Correction V

[005426]

Exercice 2 1T

Déterminer les développements limités a 1’ordre demandé au voisinage des points indiqués :

1.

A T o T

ﬁ (ordre 7 en 0)

L (ordre 7 en 0)

Cosx

Arccos /- (ordre 3 en 0)
tanx (ordre 3 en 7)

(chx)'/** (ordre 2 en 0)
tan® x(cos(x?) — 1) (ordre 8 en 0)
111()1{724»)() (ordre 3en 1)

Arctan(cosx) (ordre 5 en 0)
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9. Arctan /%55 (ordre 2 en 0)

10. 5 — —1 . (ordre Sen0)

x? Arcsin” x

11. ordre 10 en 0)

2
I g at (
12. In (5725 % ) (ordre 100 en0)

13. tan{/4(m3 +x3) (ordre 3 en 1)

Correction V [005427]

Exercice 3 ***

. N . x 1/x
Soit 0 < a < b. Etude complete de la fonction f(x) = (<42) .

Correction V [005428]

Exercice 4 **

Etude au voisinage de +oo de v/x2 —3 — v/8x3 + 7x2 4 1.
Correction V¥ [005429]

Exercice 5 **

Soit f(x) = . Calculer £ (0) en moins de 10 secondes puis f")(x) pour |x| # 1 en a peine plus de temps).

1—x2°
Correction V [005430]

Exercice 6 1T

1. Equivalent simple en 4o et —oo de v/x2 4+ 3x+5 —x+ 1.
2. Equivalent simple en 0, 1, 2 et +oo de 3x2 — 6x

3. Equivalent simple en 0 de (sinx))ch — (x —x?)siny,

4. Equivalent simple en +oco de x"*,

5. Equivalent simple en 0 de tan(sinx) — sin(tanx).

Correction V [005431]

Exercice 7 **IT

Développement asymptotique a la précision n% de u, = % Yiok!.
Correction V [005432]

Exercice 8§ **IT

1. Développement asymptotique & la précision x> en 0 de x(e"li—l) — )%

2. Développement asymptotique a la précision x% en +oode xIn(x+1) — (x+ 1) Inx.

Correction V¥ [005433]

Exercice 9 **

Soienta > 0 et b > 0. Pour n € N* et x € R, on pose f,(x) = (1 + %)n
1. Equivalent simple quand n tend vers oo de f,(a+b) — fu(a) fa(b).
2. Méme question pour e “f,(a) — 1 + %

Correction V¥ [005434]

Exercice 10 ***]

Soit ug €]0, Z]. Pour n € N, on pose u,, 1| = sin(u,).



1. Montrer brievement que la suite u est strictement positive et converge vers 0.

[0
n+1

(b) En utilisant le lemme de CESARO, déterminer un équivalent simple de u,.

2. (a) Déterminer un réel ¢ tel que la suite u%, |, —u? ait une limite finie non nulle.

Correction V [005435]

Exercice 11 **I

Soit u la suite définie par la donnée de son premier terme ug > O et la relation Vr € N, u, 1 = u,e . Equivalent
simple de u,, quand n tend vers +oo.

Correction V [005436]

Exercice 12 ***]

1. Montrer que 1’équation tanx = x a une unique solution dans ’intervalle [n7,(n + 1)7] pour n entier
naturel donné. On note x,, cette solution.

2. Trouver un développement asymptotique de x, a la précision an

Correction V¥ [005437]

Exercice 13

1. Montrer que I’équation x + Inx = k admet, pour k réel donné, une unique solution dans ]0, -+eo[, notée x.

2. Montrer que, quand & tend vers +oo, on a: x; = ak+blnk+ c% +o0 (%) ol a, b et ¢ sont des constantes

a déterminer.

Correction V¥ [005438]

Exercice 14 **

Soit f(x) = 1+x+x2+x3siné six#0et1six=0.

1. Montrer que f admet en O un développement limité d’ordre 2.
2. Montrer que f est dérivable sur R.
3. Montrer que f’ n’admet en 0 aucun développement limité d’aucun ordre que ce soit.

Correction V [005439]

Exercice 15 **IT
1 1

Etude au voisinage de 0 de f(x) = | — z;; (existence d’une tangente ?)

Correction V¥ [005440]

Exercice 16 **I

1. La fonction x — Arccosx admet-elle en 1 (a gauche) un développement limité d’ordre O ? d’ordre 1 ?

2. Equivalent simple de Arccosx en 1.

Correction V [005441]

Exercice 17 ***

1. Développement limité a I’ordre n en 0 de f(x) = m

2. Soit ay le k-eme coefficient. Montrer que a; est le nombre de solutions dans N? de I’équation p +2¢ = k.

Correction V [005442]

Retrouver cette fiche et d’autres exercices de maths sur exo7 .emath.fr
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Correction de ’exercice 1 A
1. Si x €]0,x[, sinx > 0, de sorte que la fonction proposée est bien définie sur un voisinage pointé de 7
sinx)/(2x—1)

(c’est-a-dire un voisinage de 7 auquel on a enlevé le point 7) et de plus (sinx)l/ (2e-7) — oln(

Quand x tend vers % sinx tend vers 1 et donc
(2x—7)?

. . T 1 /m 2
ln(smx)rvsmx—lf—<1—cos<§—x))N—E (E—x) =— A

Donc, lnz(;f];) ~ —% — 0 et enfin (sinx)!/(27) = In(sinx)/(2x=m) _y ;0 —

(e )1/ _
lim, , z (sinx) 1.
Six €]0,7[\ {5}, |tanx| > 0, de sorte que la fonction proposée est bien définie sur un voisinage pointé
de Z et de plus | tanx|*s* = ecosIn(ltanx)  Quand x tend vers Z,

In|tanx| = In|sinx| —In|cosx| ~ —In|cosx],

puis cosxIn|tanx| ~ —cosxIn|cosx| — O (car, quand u tend vers O, ulnu — 0). Donc, |tanx|* =

ecosxln|tanx| _y 0 _ 1
lim, ,z [tanx[*** = 1. I

+sin g%y — cos 5 +sing = 1 (et on est en présence d’une indétermi-

3. Quand 7 tend vers +oo, €08 5,75

nation du type 17*). Quand n tend vers oo,

e =cos r 1—&—i B = cos E—1—1-0 !
N 3n N 3 On n
/9

3t 3
) R ) ST )
1 3=« 1
AT <n)

De méme,

et donc
. nmw s \" _ \/3n/24
lim,,_, o (cos 37 T sin 6n+1) =e .

Quand x tend vers 0, In(cosx) ~cosx— 1 ~ —%2. Puis, In |x|In(cosx) ~ —%2 In|x| — 0. Donc, (cosx)™K —

L =1.



lim,_,o(cosx)™ W =1,

5. Quand x tend vers 7, ﬁ tend vers +-oo. Posons & = x — 7 puis € = sgn(h), de sorte que

(cosx)el/(lfsinx) — —8| Sinh‘el/(lfcosh) — _geln|sinh\+|7cﬁ.
Or, quand 4 tend vers 0,
I sinh| 1 — (1—cosh)In|sink| +1 (=% +o(h®)(n|a|+o(n|a))+1  1+0(1) 2
1 —cosh 1 —cosh §+o(h2) %4_0(]12) h2’
et donc, quand A tend vers 0, In|sink| + l—closh ~ h% — +oo. Par suite,
limy72/2 x<n/2 Cos(x)el/(lisinx) =teoetlimy /2 von/2 Cos(x)el/(lisinx) =

6. Pour x € R, 2cos?x —3cosx+ 1 = (2cosx— 1)(cosx— 1) et donc
T
Vx € R, 2cos’x—3cosx+1=0<x€ (i§ —|—27‘cZ> U2nZ.
Pour x ¢ (+% +277Z) U2nZ,

2cos’x+cosx—1  (2cosx—1)(cosx+1)  cosx+1

2cos?x—3cosx+1  (2cosx—1)(cosx—1) cosx—1’

2cos?x+cosx—1 __ %‘H -3

et donc, 1Hn)fﬁ7’-'/3 2cos2x—3cosx+1 %71 -

2cos’x+cosx—1 -3

hInX%”/:‘s 2cos?x—3cosx+1

7. Quand x tend vers 0,

l+tanx 1+x+o(x)
l1+thx  1+x+o(x)

Puis, quand x tend vers 0,

=(14+x+ox)(1—-x+0(x)) =1+o0(x).

1 n l+tanx) In(1+o(x))  ofx)  ofl) =0
sinx I+thx /] x+o(x)  x+o(x) 1+0(1) ’
Donc,
: 1+tanx 1/sinx
lim, 0 ( 1+thx ) =1

8. Quand x tend vers e par valeurs inférieures, In(x) tend vers 1 et donc

X X 1
In(Inx) ~Inx—1 =1 <7)N,_1:_, _ ),
n(Inx) ~ Inx n{- ; e(e X)

puis,

In(e — x) In(Inx) ~ —é(e —)In(e—x) =0,

et donc (lnx)ln(e—x) — eln(e—x) In(Inx) 1.

lim(Inx)™¢) = 1.
Xx—e

x<e



9.

10.

11.

Quand x tend vers 1 par valeurs supérieures, xInx — 0, et donc

F—l=e"" ] ~xlnx~1x(x—1)=x—1.

Ensuite, v x2 — 1 tend vers 0 et donc

In(1—vVx2—1)~—vV2—1=—/(x=1)(x+1) ~ —/2(x—1).

Finalement, quand x tend vers 1 par valeurs supérieures,

Quand x tend vers oo,
eX
In(chx—1) ~In(chx) ~In (2> =x—1In2 ~x,
et donc
xln(chx—1) xxx
~ =1.
x2+1 x?
In(chx—1
im xin(z *—1) =1.
X—+oo x 41
Quand x tend vers O par valeurs supérieures,
x? x?
In(x—x*)4+x—Inx=x+1In(1—x) = 5 +o(x?) ~ —5-
Ensuite,

(sinx)x — exln(sinx) — exln(xf%+o(x3)) — exlnxexln(lf%Jro(xz)) — xxef?Jro(x‘%) — <1 A +0(X3)> 7

et,

3

xsinx _ e(x7%+()(x3))lnx — X~ 61"X+o(x3lnx) — (1 - x3énx _|_0(x3 lnx)) )

Donc,

i 3 71 31 3
(sinx)* —x¥"* =x* (1 - % +0(x3)> —x <1 _ 6nx +o(x? lnx)> =x (x 6nx +o(x? lnx)> ~t 6nx

et enfin

(sinx)* — xS Xlnx/6  xlnx

= — 0.
In(x—x2) +x—Inx  —x?/2 3

(sinx)* — KSinx

lim =0.
x—=0 In(x — x2) +x—1Inx
x>0




12. Quand x tend vers oo,
1 1 1

In(x+1)=Inx+In{ 14+~ ) =Inx+—-+o| -,
X X X

puis

In(+1) 1 +0< 1 )

Inx xlnx xInx

Ensuite,

In(x+1) 1 1 1 1
xh| —= | =xIn|{1+— 40| — =—+4o0|— | —0.
xInx xInx Inx Inx

Inx

Donc, <ln(x+1)>x =exp (xln (ln(lfltl))) —e¥=1.

Inx
X
fim (m(x+1>> _ 1

X—+oo Inx

1
13. Quand x tend vers it

m  Arcsinx — %

(Arcsinx)? — ’f—g 1 Arcsinx+7% Arcsinx—% 1 F+%  Arcsinx—7
= — X ~ — X X =
2 _ 1 _ L 1o, 1 _ L _ L
2x2—1 2 X+ 7 27 S+ x=75 W2 x—5
/4 1 T 1 T
— ——(Arcsin) (—=) = ——= =—.
WA e
li (Arcsinx)z—’f—z oz
My 1 /v2 221 ~ 4

14. Quand x tend vers oo,

+1 1 1 t 1 t 1
xIn (COS(QX)> =xIn (cos—tanasin) =xIn <l—ana+o ()) —x(— and +o0 <>>
X X x X

cosa X X

= —tana+o(1),

1 X
. cos(a+-~ _
et donc limy_s ;o ( Sowx)) _ o tana

cos (a+ 1) * t
1 — p,—tana
limy e | — | =€ .

Correction de I’exercice 2 A

1.
1

T 2.3 .o 1+ (P +x)+ (P 4+ 32+ (2P +o(d) = 14+ + 7 2+ 20 + 20% 432"+ o(x7).

— X =X x>

. —01—|—x2—|—x3 x4+ 2060 4+ 2x8 + 3x7 + o (x7).

23
l—x>—x>



1 oot xS 7 - oot xS 2 2\ 7
[ (S T -1 A T r_ *
cosxx—>0< 2 T2 70 oW )) +(2 +720)+< 24) +<2> +olx)

2
+2—|—x< 24+4>+ (720 24+8 +o(x") =14 zx"+ —x"+ ——x"+o(x')

1 1.2 61 .6
1
= + 32X+ 4x + g X° +o(x .

2.
3. Remarques.
(a) Pour x € ]—5, 5 [\ {0}, on a 0 < 7~ < I et donc la fonction x > Arccos (tanx) est définie sur
]=%.% [\ {0} (qui est un voisinage pointé de 0).

(b) Quand x tend vers O

(c) Lafonction x — Arccosx n’est pas dérivable en 1 et n’admet donc pas en 1 de développement limité
d’ordre supérieur ou égal a 1 (donc a priori, ¢’est mal parti).

, = — 1 et donc Arccos () = o(1) (développement limité a I’ordre 0).

(d) La fonction proposée est paire et, si elle admet en 0 un développement limité d’ordre 3, sa partie
réguliere ne contient que des exposants pairs.

e Recherche d’un équivalent simple de Arccosx en 1 a gauche. Quand x tend vers 1 par valeurs infé-
rieures, Arccosx — 0 et donc,

Arccosx ~ sin(Arccosx) = V1—x2= V(I+x)(1—x \[\/l—x

e Déterminons un équivalent simple de Arccos (1 /s nx) en 0. D’apres ce qui précede,

/ 2 — I3
Arccos ( x> ~ sin (Arccos ( x>> =+¢/1— ( x) = fanx — x ~y )t /3 = M
\/ tanx \ tanx \/ tanx V  tanx X V3

Ainsi, la fonction x — Arccos (\ /ﬁ) n’est pas dérivable en O (mais est dérivable a droite et a gauche) et
n’admet donc pas de développement limité d’ordre supérieur ou égal a 1 (mais admet éventuellement des
développements limités a gauche et a droite pour lesquels la remarque initiale sur la parité des exposants

ne tient plus).  Déterminons un équivalent simple de f(x) = Arccos (/=) — 5 quand x tend vers 0

par valeurs supérieures.
Arccos —
tanx

Arccos o * sin
tanx V3

||
/\/‘\

>

=

o

o

o

w
N
ﬁ
:s
=
~_
~_

o

o

w2
/‘\
"

\

<

=

Maintenant,




et donc,

Ensuite,
o)) o)) (i
X 2x
=5 o/ +o(x?),

et finalement,

(22 @) (B o)) = ey 2
g(x)_(ﬁ 15v3 T )> <\/§ o3 T )>_45\f3+() 453

Ainsi, quand x tend vers O par valeurs supérieures,

X X 453
Arccos — | ——== +o ).
<\/ tanx> V3 453 )

f étant paire, on en déduit que

Arccos(m)xzox‘ﬂ_kjs\f\[_i_ o(x).

(Ce n’est pas un développement limité).

. La fonction x — tanx est trois fois dérivable en § et admet donc en 7 un développement limité d’ordre
3 a savoir son développement de TAYLOR-YOUNG. tan§ = 1 puis (tan)’ (%) = 1 + tan? § = 2. Ensuite,
(tan)”(x) = 2tanx(1 + tan’x) et (tan)”(§) = 4. Enfin,

(tan)® (x) = 2(1 + tan” x)? + 4 tan® x(1 + tan’x),
et (tan)(3)(%) = 16. Finalement,

tny = 1+2(x—5)+2(— 1) +3 (%) +0((x-5)).

x—mw/4

1 1 ¥ oK 12 & 1/ 1 X
“n(chx) = —In(1+2 4+ 4o ) == S+ -~ (2 Bl =2 - 402
2 lnle x)HOx2n< +2+24+0(’C)> x2<2+24 2(2) Folr) ) =5 =g Fol);

et donc

(Chx)l/xz _ 67_%+0<x2) _ 61/2 2+0x \/E_ £x2+0( )

(chx)!/+* == e— Y2 £ o(x?).
5.

2 . 6
. tan’ x(cos(x?) — 1) = tanx x tan®x(cos(x?) — 1) et un équivalent de tan®x(cos(x?) — 1) en 0 est —%. On
écrit donc tanx a I’ordre 2. De méme, un équivalent de tan?x est x> et on écrit donc cos(x?) — 1 a ’ordre
5.

X .X4 X7
tan® x(cos(x?) — 1) = (x+o(x?))? <—2 +0(x5)> = (* +o(x*)) (—2 +0(x5)> =" +o(x}).

—|—0(x3)>



tan® x(cos(¥2) — 1) = —% +o(x8).

7. On pose h = x — 1 ou encore x = 1 + h, de sorte que x tend vers 1 si et seulement si 4 tend vers 0.

In(14+x
(xj):m(uh)(uh)z

= <1n2+1n <1 + g)) (1 —2h+ (_2)2(_3>h2 + (=2)(=3)(=4) IS +0(h3)>

h—0 6

h h2 h3 3 2 3 3
= (245 — 5 + 57 Folh’) ) (1= 2h+30° i +o(i))

1 4
=In2+ <2 —21n2> h+ <3ln2— z> n+ <—4ln2+ 23) m+o(h?).

sinx

8. Pour x réel, posons f(x) = Arctan(cosx). f est dérivable sur R, et pour x réel, f'(x) = — . Puis,

1+4cos?x
f) = - (x— x63 —|—0(x4)> (1 - (1 - x22 —|—0(x3)>2>

()t sty” ) (F )
1 3 2 3

-1 <x—x6+0(x4)> <1+)‘2+o<x3>> =2 - T o).

Donc, f' admet un développement limité d’ordre 4 en 0 et on sait que f admet en 0 un développement
limité d’ordre 5 obtenu par intégration.

—1

2 4 T 2 i
Arctan(cosx) = Arctan(cos0) — T +o(X) =" - = Fo(x).
X

Arctan(cosx)

9. Pour x > —1, posons f(x) = Arctan ,/ ;‘% f est dérivable sur | — 1, 40| et pour x > —1,

1 1 1 1 1
fx) = =X
(x+2)%, ;%lJrj—I; 27 (2x+3)/(1+x)(2+x)

= 2><31><ﬂ <1+2;>1(1+x)‘/2(1+;)_1/2: 6\15 (1—2;+o(x)> (1—§+o(x)) (1—
_61ﬁ <1— (i—l—;—&-i)x—i—o(x)) _6\15 <1—1172x+0(x)>.

Ainsi, ' admet donc en 0 un développement limité d’ordre 1 et on sait alors que f admet en 0 un
développement limité d’ordre 2 obtenu par intégration.

ol _ A 172 2
Arctan /15 )HOArctanﬁ—k&/ix YTV +o(x7).

10



11.

12.

13.

1 1 2 3xh 56 -
7,2:(Arcsinx)_2 =~ (1+2 —i—i—l—i—l—o(ﬁ)
Arcsin” x X0 x2

1 3010\, 5 3 1\ 4 s
= + + )x+< 56+40 54>x+0(x)

Finalement,

1 1 _ 31t
2 Arcsin’x Y0 3 + 15 + 045 +0( )

10.

Pour x réel, posons f(x) = f est continue sur R et admet donc des primitives sur R. Soit F la

v l+x4 )
. < . _rx 1
primitive de f sur R qui s’annule en 0 puis, pour x réel, soit g(x) = [ e

X

pour x réel g(x) = F(x?) — F(x). g est dérivable sur R et, pour tout réel x,

2x 1
Vit Vit

§/(x) = 20F' () — F'(x) = 2/ () — f(x) =

Puis,

! _ 718 8 _ 714 §8 9 _ 1473879 9
g(x)x302x<1 5% +o(x°) 1 5% +8x +o(x”) | = 1+2x+2x g X +o(x”).

Ainsi g’ admet un développement limité d’ordre 9 en O et on sait que g admet un développement limité
d’ordre 10 en 0 obtenu par intégration. En tenant compte de g(0) = 0, on obtient

| 99 xk | . xlOO 100 | | . 100 100
! k;oﬁ xZon(e Toor Tol )> +n( ¢ (100'+( ))>

—x+1In (1—(1+0(1)) <( x100) > —x+ln< (f;(::)! +o(x1°°)) —x— (f(l)(:;)!

100
In (Zgio )]g—k,) Ve (0071 +o0(x19).

Posons & = x — & ou encore x = w + h de sorte que x tend vers 7 si et seulement si / tend vers 0.

11

+0(x100)



AT ) = (AT 4 (4 h)) = VB T 12m2ht 127 + 4P

3 32 W\
= o1+ m
h—0 n( +27‘L'+27'L'2+27T3>

o 1+1 3h+3h2+h3 1 3h+3h2 2+5 3h 3+ )
= — _ _— _— —_ = _— _— _— _ 0
3\2x 272 2m3 9\2x 2#2 81 \ 27

11 11,5
_ 2( 2 3 _ 3
=27 +h+h (n 2n>+h (37:2 n2+12n2>+0(h)

2 h3 3
=2n+h+——— h).
T+ht o 47172—1—0( )
Puis,
tan(y/4 (73 +x3)) = tan h+h2 i +o(h?)
X)) = — = —+40
2n  Am?
nwoon 1 h? 11
<+27r 47r2>+3 o) +27r+<3 47:2) +oll)
Finalement,

Correction de I’exercice 3 A

Puisque a > 0, b > 0 et que pour tout réel x, “X}“bx > 0, f est définie sur R*, et pour

Vx e R*, f(x) =exp(iIn (<42)).

Etude en 0.

XY exlna exlnb 1 1 1 1
In (a ; ) =1In <—;> = In <1 +x <21na+ 21nb> + 22 <4lnza+ 4111217) —|—o(x2)>

In*a+1n?b Ina+In®b 1
=In <1 +xIn (\/cE) —i—xzw —|—0(x2)> =xIn (\/LE) —i—xzw — —(xInVab)? +o(x?)

4 4 2
1 1
=xIn (\/{E) + g(lnza —2Inalnb+1n?b)x* +o(x*) = xIn (\/%) —i—ngln2 (%) +o(x?).

Enfin,

a~ x\ 1/x a a
flx)= ( —;b ) :exp(ln(\/czﬂ-%ln2 E}H—O(x)) = \/CE(1+éxanE+0(X)).

Ainsi, f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = v/ab. Le prolongement obtenu est dérivable en 0 et
£1(0) = Y& 1n2 4 (> (). Etude en +oo.

;lcln (;(ax‘H?x)) = % <1n(bx) —In2+1In (1 + (%)x» = %(xlnb—i—o(x)) (car0 < g <1)
=1Inb+o(1).

et limy_, 1 f(x) = b(= Max{a,b}). Etude en —c. Pour tout réel x,

12



at+b* —lx a +b* —l/x ab
0= (55) (%) i

. . ab ab
A= I S0 = 0 00 = b

et donc,

a (=Min{a,b}).

Dérivée et variations. f est dérivable sur | —co,0U]0, +oo[ en vertu de théorémes généraux (et aussi en 0 d’apres
I’étude faite plus haut), et pour x 7 0 (puisque f > 0 sur R*),

) (L (a1 (@ +b | 1aIna+b Inb
oy == (57 ) ) =g (57 ) L

/" ale méme signe que (In f)’ qui, elle-méme, a le méme signe que la fonction g définie sur R par

a*+b* a*lna+b*Inb
Vx e R, =—1 .
e - (£32) i

g est dérivable sur R et, pour x réel,

') a‘na+b'Inb _a‘lna+bnb (a*In?a+ b*In>b)(a* + b*) — (a*Ina+ b*Inb)?
xX)=— X
& a* +b* a* + b (a* + b¥)?

(ab)*(Ina —1nb)?

(a*+b¥)?

g’ est donc strictement négative sur | —eo,0[ et strictement positive sur |0,+oo[. Par suite, g est strictement
décroissante sur | — o0, 0] et strictement croissante sur [0, 4oo[. g’ admet donc un minimum global strict en 0 et
puisque g(0) = 0, on en déduit que g est strictement positive sur R*. De méme, f” est strictement positive sur
R*. En tant compte de I’étude en 0, on a montré que f est dérivable sur R et que f’ est strictement positive sur
R. f est donc strictement croissante sur R. Le graphe de f a I’allure suivante :

On peut noter que les inégalités lim,_, . f < f(—1) < f(0) < f(1) < limy_, o f fournissent :

1 b
a<7<\/ab<i<b.
G+3) 2

N—
Nl

Correction de I’exercice 4 A
Quand x tend vers oo,

3\ /2 3 1 3 1
et,

7 1\\'? 7 49 1 7 49 1
V83 + T2+ 1=2x(1+—+o( = =2x(1+ +o5)) =22+ 5— 4ol - ).
8x X X

24x 57622 ¢ 12 288x  \x

13



Donc,

7 383 1
L TR T T <x> '

La courbe représentative de f admet donc en —+co une droite asymptote d’équation y = —x — % De plus, le
signe de f(x) — (—x — %) est, au voisinage de +oo, le signe de —%. Donc la courbe représentative de f est
au-dessous de la droite d’équation y = —x — % au voisinage de +oo.

Correction de ’exercice 5 A
f est de classe C* sur son domaine R\ {—1,1} en tant que fraction rationelle et en particulier admet un
développement limité a tout ordre en 0. Pour tout entier naturel n, on a

f(x) :0x+x3_|_m_|_x2n+l+0(x2n+1)’

X—

Par unicité des coefficients d’un développement limité et d’apres la formule de TAYLOR-YOUNG, on obtient

VneN, f@(0) =0et f2+D(0) = (2n+1)!.

Ensuite, pour x ¢ {—1, 1}, et n entier naturel donné,

70 = 5 (1 - 1~IHC>(H) W= <<1 - <1(+—i>):“> |

Correction de ’exercice 6 A

1.

Vx243x+5—x+1 ~ —x—x=-2x,
X—

—o0

et,

—— 24 3x+5)—(x—1)? 3x+2x 5
x2+3x+5—x+1:(x+ x+5)—(x—1) oAt x_5
VX2 4+3x+54+x—1 xote X+x 2

2. 3x2—6x ~ —6xet3x>2—6x ~ 3x%. Ensuite, quand x tend vers 1, 3x% — 6x tend vers —3 # 0 et donc,

x—0 X—ro0
3x? —6x ~ —3.Enfin, 3x> — 6x = 3x(x —2) ~ 6(x—2).
x—1 x—2

3x2 —6x ~ —6x 3x2—6x ~ 347 3x2—6x ~ —3 3x% — 6x ~ 6(x—2).

x—0 X—r+oo x—0 x—

2
(x—x?)In(sinx) = (x—x%)Inx+ (x—x?)In <1 — % +0(x2)> = xInx —x*Inx + o(x* Inx).

x—0

Ensuite,

x? x3
sinxIn(x—x?) = <x— 3 +0(x3)> (Inx+In(1—x)) = (x— 3 +0(x*))(Inx—x+o0(x)) = xInx+o(x*Inx).

x—0

Donc,

(Sinx)x—x2 - (x_x2)sinx _ exlnx(e—lenx-&-o(x2 Inx) eo(x2 lnx)) _ exlnX(l _x2 Inx—1+ 0(X2 lnx))
= (1+0(1))(—¥*Inx+o(x*Inx)) ~ —x*Inx.

x—0

14



2x

thx=12 = —(1-e)(1—e > +o(e ™)) =1-2¢">+0(e %), etdonc thxlnx = (1 —2e >+

e ™y ite

o(e™))Inx = Inx +o(1). Par suite,

. Tentative a I’ordre 3.
. 3 3 3
tan(sinx) =, tan (x— s +0(x3)> = <x — %) +1x)P+o() =x+% +0o(x?), e,

sin(tanx) = sin <x+ % + o(x3)) = (x+ %) — () +o(x) =x+ % +o0(x*). Donc, tan(sinx) —sin(tanx) =
x—0 x—0
o(x?). L’ordre 3 est insuffisant pour obtenir un équivalent. Tentative 4 I’ordre 5.

t ( ) =t £+i+ ( ) — _£+i _|_1 _ﬁ 34_3( )5+ (5)

sy Zo M "6 T 120 - 6 120/ " 3\" 6 15 oW
3 3 5

_ X s( 1 2 XX s

=x++tx (120 6+15)—|—0( ) =x+ +o(x),

et,

3 2 5 3 2 5 1 3\ 3 1
sin(tanx) = sin <x+);+x+o(x5)> = <x—|—x+ al )— <x+x> + —(x)°+0(x°)

N 15 3715) 6 3 120
— _|_£_|_ 3_1+L 5_|_ ( )_ +£_£+ ( )
AT T 15 6 T120)t O TAT G Ty OV

Donc, tan(sinx) — sin(tanx) = o(x°). L’ordre 5 est insuffisant pour obtenir un équivalent. Le contact
X—

entre les courbes représentatives des fonctions x — sin(tanx) et x — tan(sinx) est tres fort. Tentative a
Pordre 7.

tan smx = tan

0\\* /—\

120 5040 >
i_ S WS O (U
t120 s040) T3\ 6
5040 ' 3

_+x3 x5+ LSS S SO S 4 o)
- 75040 T120 T36 9 ' 315)% TV

30 1 1 1 1

= - S 3x — +3x —
X+ —l—( + = ( X + 36
7

et,

17
sin(tanx) = sm = +7+—315+0( ))

3 7 3
) ) ) erie
= +XS—)CS+<17—1<3><2+3 1)+1 é !

6 40 315 6 15 9 120 3
X .XS

* 5040)x o)
N 3 N 17 1 1 N 1 1 )
=X+—=——"= = <ot ———=|x +tolx).
6 40 \315 15 18 72 5040
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Finalement,

_ _ 1 1 1 1 1 1\; N ;
tan(smx)—sm(tanx)Xj0 1—204-%—§+ 5+ﬁ—7—2 x'+o(x") = %+0(x ),

et donc

tan(sinx) — sin(tanx) ~

x—0 30°

Correction de I’exercice 7 A

Pourn > 5,0na

1 1 1 oy 1

}’l:1 — .

N * n * nin—1) * nn—1)(n—2) + nn—1)(n—2)(n—3) +k§6 nn—1)...(k+1)
Ensuite,

0<”3Z <nd(n—4) ! ~ ! — 0.

n—l (k+1) — nn—1)(n—2)(n—3)(n—4) nstee n n—s+o
1 1 A 1 1

Donc, Zk Om n~>+ 4 (}?) et de méme W nAH»ooO (*3) Il reste

1 1 NN o1 1 1 1 1 1 1
U, = 1+*+*2 1—- +*3+0 - :1+*+*2 1+ - +*3+0 -3
n——+oo n n n n n n n n n n-

LY
= L ——— e
n n* n n3

1 _ 1
micok! = 1+i+m+E+o(s).

Correction de I’exercice 8 A
1.

;_l — 1 _1:1<<1 +x2+x3+i+ ( ))_1_1>
x(er—1) x2 xﬁ0x<x+%+%+§+%+o(x5)) xr X2 276 120
1 P 2 B3\ o2\’ x\4
=3 (2+6+ +120>+( +5 5 > —<2+6> +(5> +0(x4)>
1/ x L 1 1 s/ 1 11 4 1 11 11 .
:xz<‘z+x <_6+4> x <‘z4+6‘8>“ <‘1zo+<36+24)‘8+16>+0<x >>

=5t 730 T

1 1 1 1 1 1
xln(x+1)—(x+1)1nx:x(1nx+ln<1+>>—(x+1)lnx = —lnx+x<—+—+0(>>
X X—Foo x 2

X2 33 4xt x4
Inx+1 1+1 1+ !
=—lnx+1l——4+———+o0(=].
2x  3x2 43 x3
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3x2 4x3

_ - _ N ST S
xIn(x+1) (x—H)lnx}HJr Inx+1 +o(L5).

Correction de I’exercice 9 A

1.
2 1 2 1
fl@=exp(nm(1+2)) = ew(a-5 +o(1))=er(1-5+0(5)).
En remplacgant a par b ou a + b, on obtient
_ Y O CA i P SR VY SO !
fala+b)— fu(a)fn(D) € <l . 1 ” 1 ™ +o ,
:ea+b(a+b)2+a2+b2+0<l> :_abea+b+0<l)‘
2n n n n
Donc, siab # 0, fu(a+b) — fua)fulb) ~ - abe’™ Si gb =0, il est clair que f,(a+b) — fu(a) fu(b) =
n—s—+oo
0.
2
2. e*“fn(a)n%:ﬁoexp( a+(a——2+3n2>+0( ))zl—i—(—”—i—f—%)-ﬁ-%(—%) —i—o(n%),etdonc
a? a a*\ 1
a a (e a1
¢ "fala) 2nnﬁ+w(3+8>n2'

Correction de ’exercice 10 A

1. Pour x € [0,%], posons f(x) = sinx. On a f(]0,5]) =]0,1] C |0,%]. Donc, puisque uo € |0, %], on
en déduit que Vn € N, u, € ]O ] Il est connu que Vx € }0 ] sinx < x et de plus, pour x € [0 ],

sinx = x < x = 0. La suite u est & valeurs dans |0, 5] et donc Vi € N, w41 = sin(u,) < u,. La suite u
est donc strictement décroissante et, étant minorée par 0, converge vers un réel ¢ de [O, %] qui vérifie (f
étant continue sur le segment [0,5]) f(¢) = ¢ ou encore ¢ = 0. En résumé,

la suite u est strictement positive, strictement décroissante et converge vers 0. I

2. Soit o un réel quelconque. Puisque la suite u tend vers O, on a

3 o
uy | —uy = (sinu,)* —ug e (un — % —i—o(uz)) —ul
2 o 2
=u <<1 — % +0(u,21)> — 1) =u’ <—06Lg1 +0(u,21)>
o+2
= —a"— +o(ul"?)
6
Pour ¢ = —2 on a donc
1 1 1
o= =5 to(l)
we, Uy

D’apres le lemme de CESARO, 1 ¥/ (# — %) = 1+0(1) ou encore (u% — iz) = 1+o0(1) ou enfin,
k k



Par suite, puisque la suite u est strictement positive,

Correction de ’exercice 11 A

Il est immédiat par récurrence que Vn € N, u, > 0. Donc, Vn € N’ e " < 1 et donc, puisque la suite u
est stritement positive, un+ 1 < uy,. La suite u est strictement decrmssante minorée par 0 et donc converge vers
un réel £ vérifiant £ = fe~" ou encore £(1 —e~*) = 0 ou encore £ = 0.

u est strictement positive, strictement décroissante et converge vers 0. I

Soit @ un réel quelconque. Puisque la suite u tend vers 0,

”n+] —

uy o —uy =uy (e —1) = uy (—au, +o(u,)) = —Otug‘+1 —i—o(uff“).

Pour oo = —1, on obtient en particulier ﬁ — ui = 1+ o(1). Puis, comme au numéro précédent, Mi =n+ % +
n n n
o(n) ~ mnetdonc
n—r+oo

n—s-4oo

Correction de ’exercice 12 A

Pour 7 entier naturel donné, posons I, = ] —%+nm, % +nn [ e Soit n € N. Pour x € I, posons f(x) = tanx — x.
f est dérivable sur I, et pour x dans I,,, f'(x) = tan?x. Ainsi, f est dérivable sur I, et f’ est strictement positive
sur I, \ {n7}. Donc f est strictement croissante sur /.

e Soit n € N. f est continue et strictement croissante sur I, et réalise donc une bijection de I, sur f(I,) = R.
En particulier, Vn € N, 3lx, € I,/ f(x,) = 0 (ou encore tel que tanx, = x,. ®« On a xop = 0 puis pour n € N*,
f(nm) = —nmw < 0 et donc, Vn € N*, x,, €|nm, § + nx|. En particulier,

x, = nm+0(1).

n—+oo

e Posons alors y, = x, —nx. Vn € N*, y, € ]0,%[. De plus, tan(y,) = tan(x,) = n7 +y, et donc, puisque
Yn 6 ]07 % |:,

T
5> n= Arctan(y, +nm) > Arctan(nr).

Puisque Arctan(nr) tend vers 7, onay, = 7 +o(1) ou encore

X, = nm+5+o(1).

n—y—+oo

e Posons maintenant z, =y, — § = x, —nm — 5. D’apres ce qui précede, Vn € N*, z, € ] —%,0[ et d’autre part

zn = o(1).Ensuite, tan (z,+5) =nn+% +zn et donc —cotan(z,) =nw+ %542z, ~ nx. Puisque z, tend
n——+oo n— oo

vers 0, on en déduit que

—L ~ —cotan(z,) ~ nm,
n pstoo n—-o0

ouencore z;, = —-— —|- 4 ( ) Ainsi,
n——+oo
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e Posons enfin ¢, =z, + % =X, —nw — % + % On saitque t, = o (%) et que

—cotan (t, — 1) = —cotan(z,) =nw+ % +z, =nn+ % — L +o(d).

nmw n

Par suite,

puis,

1 , Arct 1 1 n ( 1 ) 1 1 n 1
— —ty=Arctan| —— ——4o(=) | =———— 40| —
nw " nw  2n’m n? nw  2n’m nz)’

etdonct, = ﬁ +o0 (niz) Finalement,

Correction de ’exercice 13 A

1. Pour x > 0, posons f(x) = x+Inx. f est continue sur |0,+-oo|, strictement croissante sur ]0,+oo[ en
tant que somme de deux fonctions continues et strictement croissantes sur |0, 4o|. f réalise donc une
bijection de |0, +oo[ sur f(]0,+eo) = Jlimy_0, x>0 f(x),limy_s o f(x)[ =] — o0, +-0o[= R. En particulier,

Vk e R, dlx; 6]0,+°°[/ flxx) =k.

2. f (%) = % —|—1n§ < k pour k suffisament grand (car k — (% —i—ln%) = % — 1n§ ) — 4o d’apres les théo-
—-feo

rémes de croissances comparées). Donc, pour k suffisament grand, f (%) < f(xg). Puisque f est stricte-

ment croissante sur |0, 4-oo[, on en déduit que x; > % pour k suffisament grand et donc que limy_, 4 x; =

~+o0, Mais alors, k = x; + Inx; ~ x; et donc, quand k tend vers oo,

Xk k—l—O(k).

k—>:+<>°
Posons y; = x; — k. On a y; = o(k) et de plus yx + In(y; + k) = 0 ce qui s’écrit :

vk =—In(k+y) = —In(k+o(k)) = —Ink+1In(1+0(1)) = —Ink+o(1).

Donc,

xp = k—Ink+o(1).

k—r+oo

Posons z; = yx +Ink = x; — k+1Ink. Alors, zx = o(1) et —Ink+zx = —In(k — Ink + z). Par suite,

Ink  [Ink Ink  /Ink
2z = Ink—In(k—Ink+o(1)) = —In <1—I]1<+0<I]l<>) :?{+o<r]lc>.

k—Ink+ 18K o (185) .

Finalement,

X =
k—-o0
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Correction de ’exercice 14 A

1. x*sin xiz = O(x*) et en particulier x* sin 1 = o(x?). Donc, en tenant compte de £(0) = 1,
X— xX—

f(x) = 1+x+x2+0(x?).

x—0
f admet en 0 un développement limité d’ordre 2.
2. f(x) = 1 +x+o(x). Donc, f admet en O un développement limité d’ordre 1. On en déduit que f est
X—

continue et dérivable en 0 avec f(0) = f'(0) = 1. f est d’autre part dérivable sur R* en vertu de théorémes
généraux (et donc sur R) et pour x # 0, f'(x) = 1 +2x+ 3x*sin )% —2cos x%

3. f est définie sur R mais n’a pas de limite en 0. /' n’admet donc méme pas un développement limité
d’ordre O en O.

Correction de ’exercice 15 A

L = 1+%2+%+0(x4),etdonc

1=x* x—0
3%
A i p— [E—
rcsmxx_mx—i— 6 + 0 +o(x )
Puis,
! LT R A 1ox 1708

1 = |[1-=_=4 4 _ - 3
Arcsinx x—0 x ( s 6 + 40 +o( )> % ( 6 40 +36+0(x )> X 6 360 +o(x”),

et donc,

La fonction f proposée se prolonge donc par continuité en 0 en posant f(0) = 0. Le prolongement est dérivable

enOet f(0) = 1 . La courbe représentative de f admet a I’origine une tangente d’équation y = 7. Le signe de la

différence f(x ) 5 est, au voisinage de 0 le signe de 1376’6 La courbe représentative de f admet donc al’origine

une tangente d’inflexion d’équation y = 2

Correction de ’exercice 16 A

1. Arccosx = o(1) (développement limité a I’ordre 0). Mais la fonction x — Arccosx n’est pas dérivable
x—1-

en 1 et n’admet donc pas en 1 un développemement limité d’ordre 1.
2) Puisque Arccosx = o(1),
x—

Arccosx ~ sin(Arccosx) = 1—x2= =/ (1+x)(1—x \fvl—

x—1-

Arccosx ~ 2v/1—x.

x—1-

Correction de ’exercice 17 A
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1. Quand x tend vers 0,

11 1 1 1 1 1 !

i \ ) n
(I—x2(11x) 41—x 2(1—x2 414x:204 (kgxk+2]§(k+l)x"+]§(1)kx"> +o(")

"ok 4+34 (—1)k
_y 23D )xk+o(x”).
k=0 4

2. On a aussi,

1 1 n n )
1—x2(1+x) (1—x)(1—22) 220 <k;)xp> (I;)xzq> +o(x")
k=0 k=0

p+2q=k

Par unicité des coefficients d’un développement limité, on a donc

Vk €N, a = 23

(ay est le nombre de facons de payer k euros en pieces de 1 et 2 euros).
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