Dénombrement

Exercice 1
Pour A, B deux ensembles de E on note AAB = (AUB) \ (AN B). Pour E un ensemble fini, montrer :

Card AAB = Card A + Card B—2Card AN B.

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo A [000236]

Exercice 2

En utilisant la fonction x — (1 +x)", calculer :
n k n Kk n « 1 X
Ya o Y0 o Yk o ch,,.
k=0 k=0 k=1

Indication Vv Correction V¥ Vidéo A [000220]

Exercice 3

En utilisant la formule du bindme, démontrer que :
1. 2"+ 1 est divisible par 3 si et seulement si n est impair ;
2. 32l 4 442 ot divisible par 7.
Indication V¥ Correction ¥ Vidéo B [000222]

Exercice 4 **]

On part du point de coordonnées (0,0) pour rejoindre le point de coordonnées (p,q) (p et g entiers naturels donnés) en se déplagant a
chaque étape d’une unité vers la droite ou vers le haut. Combien y a-t-il de chemins possibles ?

Indication V¥ Correction ¥ Vidéo W [005284]

Exercice 5
On considere les mains de 5 cartes que 1’on peut extraire d’un jeu de 52 cartes.

1. Combien y a-t-il de mains différentes ?

2. Combien y a-t-il de mains comprenant exactement un as ?

3. Combien y a-t-il de mains comprenant au moins un valet ?

4. Combien y a-t-il de mains comprenant (2 la fois) au moins un roi et au moins une dame ?

Indication Vv Correction V¥ Vidéo H [000239]

Exercice 6 Permutations

Combien y a-t-il de bijections f de {1,...,12} dans lui-méme possédant :
1. la propriété : n est pair = f(n) est pair ?
2. la propriété : n est divisible par 3 = f(n) est divisible par 3 ?
3. ces deux propriétés a la fois ?
4. Reprendre les questions précédentes en remplacant bijection par application.
Correction ¥ Vidéo W [002912]

Exercice 7

Soit E un ensemble a n éléments, et A C E un sous-ensemble a p éléments. Quel est le nombre de parties de E qui contiennent un et un
seul élément de A ?


http://exo7.emath.fr
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00005.pdf
http://www.youtube.com/watch?v=zkb9m4IjyfM
http://www.youtube.com/watch?v=kV-ZtFtGAWI
http://www.youtube.com/watch?v=GNMFCMiipyM
http://www.youtube.com/watch?v=4EJcG9wA3cI
http://www.youtube.com/watch?v=eXJ80BfW16o
http://www.youtube.com/watch?v=kXaDLtNT8hI

Indication Vv Correction V¥ Vidéo H [000237]

Retrouver cette fiche et d’autres exercices de maths sur exo7.emath.fr


http://www.youtube.com/watch?v=YVY_dCYJms8
http://exo7.emath.fr

Indication pour I’exercice 1 A

Tout d’abord faire un dessin (avec des patates !).
Pour A et B deux ensembles finis quelconques, commencer par (re)démontrer la formule : Card A UB = Card A + Card B— Card AN B.

Indication pour I’exercice 2 A

Evaluer (14x)" en x = 1, d’une part directement et ensuite avec la formule du binme de Newton. Pour la deuxiéme égalité commencer
par dériver x — (1+x)".

Indication pour I’exercice 3 A

Commencer par 2" = (3 —1)".

Indication pour I’exercice 4 A

Coder un chemin par un mot : D pour droite, H pour haut.

Indication pour I’exercice 5 A

Petits rappels : dans un jeu de 52 cartes il y a 4 “couleurs” (pique, cceur, carreau, trefle) et 13 “valeurs” (1 = As, 2,3,...,10, Valet,
Dame, Roi). Une “main” c’est juste choisir 5 cartes parmi les 52, I’ordre du choix n’important pas.

Indication pour I’exercice 7 A

Combien y-a-t’il de choix pour 1’élément de A ? Combien y-a-t’il de choix pour le sous-ensemble de E \ A ?




Correction de I’exercice 1 A
Tout d’abord si deux ensembles finis A et B sont disjoints alors Card AUB = Card A + Card B.
Si maintenant A et B sont deux ensembles finis quelconques : nous décomposons A U B en trois ensembles :

AUB = (A\(ANB))U(B\ (ANB))U(ANB).

Ces trois ensembles sont disjoints deux a deux donc : Card AUB = CardA \ (ANB) + Card B\ (ANB) +CardANB.
Mais pour R C S nous avons Card S\ R = Card § — Card R.

Donc CardAUB = CardA — Card AN B+ Card B— Card AN B+ CardANB.

Donc Card AUB = Card A + Card B — Card AN B.

Appliquons ceci 8 AAB= (AUB)\ (ANB) :

Card AAB = Card AUB — Card ANB = CardA + Card B—2CardANB.

Correction de I’exercice 2 A

Soit f: R — R la fonction f(x) = (1 +x)". Par la formule du bindme de Newton nous savons que
n
fE)=(1+2)"=Y Gt
k=0

En calculant £(1) nous avons 2" = Y7_, Ck.
En calculant f(—1) nous avons 0 = ):Z:O(fl)kCﬁ.

Maintenant calculons f'(x) = n(1+x)""! = ¥7_, kCkx*~1. Evaluons f'(1) =n2" ! = YI_, kCK.

Ll .

Il s’agit ici de calculer la primitive F de f qui correspond a la somme : F(x) = Wll(l +x) - ﬁ =Yio0 H%Cﬁxk“. En
F(1) = 3 (2" 1) =X G

Correction de I’exercice 3 A
L’ astuce consiste a écrire 2 =3 —1 (!)

"=0B-1)"=3xp+(-1)"
Ol 3 x p (p € Z) représente les n premiers termes de Y7 CX3¥(—1)"% et (—1)" est le dernier terme. Donc 2" — (—1)" = 3p. Sin
est impair 1’égalité s’écrit 2" + 1 = 3p et donc 2" + 1 est divisible par 3. Si n est pair 2" — 1 = 3p donc 2" + 1 = 3p+2 qui n’est pas
divisible par 3.
Pour I’autre assertion regarder 3 =7 — 4.

Correction de I’exercice 4 A

On pose H = "vers le haut" et D = "vers la droite". Un exemple de chemin de (0,0) a (p,q) est le mot DD...DHH...H ou D est écrit
p fois et H est écrit g fois. Le nombre de chemins cherché est clairement le nombre d’anagrammes du mot précédent. Il y en a C]‘ﬂ +q
(nombre de choix de I’emplacement du D).

Correction de I’exercice 5 A

1. 11 s’agit donc de choisir 5 cartes parmi 52 : il y a donc ng mains différentes. Ceci peut étre calculé : ng = W =

2598960.

2. Il'y a4 choix pour I’as (I’as de pique ou I’as de cceur ou ...), puis il faut choisir les 4 cartes restantes parmi 48 cartes (on ne peut
pas rechoisir un as). Bilan 4 x Cis mains comprenant exactement un as.

3. Il est beaucoup plus facile de compter d’abord les mains qui ne contiennent aucun valet : il faut choisir 5 cartes parmi 48 (on
exclut les valets) ; il y a donc Cig mains ne contenant aucun valet. Les autres mains sont les mains qui contiennent au moins un

s 5 5
valet : il y en a donc (3, — Cyg.

4. Nous allons d’abord compter le nombre de mains que ne contiennent pas de roi ou pas de dame. Le nombre de mains qui ne
contiennent pas de roi est Cfg (comme la question 3.). Le nombre de mains qui ne contiennent pas de dame est aussi Cig. Le
nombre de mains ne contenant pas de roi ou pas de dame n’est pas Cig + ng, car on aurait compté deux fois les mains ne
contenant ni roi, ni dame (il y a C24 telles mains). Le nombre de mains ne contenant pas de roi ou pas de dame est donc :
ZCZ8 — C24 (on retire une fois les mains comptées deux fois !). Ce que nous cherchons ce sont toutes les autres mains : celles
qui contiennent au moins un roi et au moins une dame. Leur nombre est donc : ng - 2C45¢8 +CZ4.

Correction de I’exercice 6 A

1. (612



2. 41x8!
3. 21214141
4, 60 x 129, 4% x 128,22 x 42 x 6* x 124

Correction de I’exercice 7 A
Fixons un élément de A ; dans E \ A (de cardinal n — p), nous pouvons choisir Cﬁ, » ensembles a k éléments (k=0,1,...,n). Le nombre
d’ensembles dans le complémentaire de A est donc

n—p

k _ An—
Y G, =2""
k=0

Pour le choix d’un élément de A nous avons p choix, donc le nombre total d’ensembles qui vérifie la condition est :

p2"P.




