Courbes paramétrées

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 Quelques grands classiques

1. (**) L’astroide.

X = acos3t

(a) aestun réel strictement positif donné. Etudier et construire la courbe de paramétrisation : { y = asin’t

(b) Pour ¢ €]0, 7|, on note A(z) et B(t) les points d’intersection de la tangente au point courant M(z)
avec respectivement (Ox) et (Oy). Calculer la longueur A(¢)B(t).
2. (**) La cycloide.
(a) Un cercle (¢), de rayon R > 0, roule sans glisser sur I’axe (Ox). On note [ le point de contact entre
(€) et (Ox) et on note Q le centre de (¢") (Q et I sont mobiles). M est un point donné de (¢) (M

est mobile, mais solidaire de (%”)). On pose t = ((Q—M) , Qi ).

Yy M

0’ 7 a
Déterminer une paramétrisation de la courbe décrite par le point M (on prendra ¢ pour parametre).

x = R(r —sint)

(b) Etudier et construire I’arc paramétré : { y=R(1 —cost)

ol R est un réel strictement positif
donné.

. . ny x = sin(2t¢

3. (**) Une courbe de L1SSAJOUS. Etudier et construire I’arc paramétré : { Y= sing 3t;
x=-15

4. (**) La lemniscate de BERNOULLI. Etudier et construire 1’arc paramétré : 1;5’
Y=1 =

5. (***) Les tractrices.

(a) Trouver les trajectoires orthogonales a la famille des cercles de rayon R (R > 0 donné) et centrés
sur (Ox).
x = R(In|tan 5|+ cost)

y = Rsint ol R est un réel strictement po-

(b) Etudier et construire I’arc paramétré : {
sitif donné.

Correction V [005523]

Exercice 2
Construire les courbes de paramétrisations :
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Correction V [005524]
Exercice 3

La courbe orthoptique d’une courbe (%) est le lieu des points du plan d’out I’on peut mener (au moins) deux
tangentes a (¢’), orthogonales. Déterminer 1’orthoptique de (¢’) dans chacun des cas suivants :

X = acos3t

1. (%) est un astroide de paramétrisation { ,a > 0 donné.

y=asin’t

> ek . X = tz -2t
2. (%) est I’arc paramétré : { y—28 32

3. (%) est Iellipse d’équation 2—2 + Z—z =1, (a,b) €]0, +oo[2.

Correction V [005525]
Exercice 4
3.2
TN - S s, ) X=31
Trouver les droites a la fois tangentes et normales a 1’arc paramétré : 43 [005526]
y =

Exercice 5
Dans chacun des cas suivants, trouver une paramétrisation rationnelle de la courbe proposée puis construire

N x(?—x*) =2 —x 2)x* =y +xy—2x+2y+3=0

[005527]

Exercice 6
Trouver une équation cartésienne des supports des arcs suivants :
x =1
1. 2
y=—t
x=1
2. 3
y=t



[005528]

Exercice 7

Soit T l’intersection de (Ox) et de la tangente en M et H le projeté orthogonal de M sur (Ox). Trouver les
courbes telles que

1. MT = a (a > 0 donné)
2. HT = a (sans rapport avec 1))

[005529]

Retrouver cette fiche et d’autres exercices de maths sur exo7 .emath.fr


http://exo7.emath.fr

Correction de ’exercice 1 A
(les grands classiques)

1. L’astroide.

(a) Domaine d’étude.

e Pour tout réel 7, M(t) existe.
e Pour tout réel 7, M(t +2m) = M(t). Par suite, la courbe compléte est obtenue quand 7 décrit un
segment de longueur

27 comme par exemple [—7, 7T].
e Pour tout réel ¢,

3 3
_ [ cos’(=t) \ [ cos’t \ _
0= (S0 ) = (ol ) =son e
On étudie et on construit la courbe pour ¢ € [0, 7], puis on obtient la courbe compleéte par réflexion

d’axe (Ox).
e Pour tout réel ¢,

Mt +7) = ( cos’ (1 +7) ) - < —coss ) — so(M(1)).

sin® (¢ + ) —sin’¢
La portion de courbe obtenue quand 7 décrit [—,0] est donc aussi la symétrique par rapport a O de
la portion de
courbe obtenue quand 7 décrit [0, 7]. Néanmoins, cette constatation ne permet pas de réduire davan-
tage le domaine
d’éude.
e Pour tout réel ¢,
3 3
cos’ (T —1t) —cos’t
M(m—t)= . = . = S0y (M(1)).
( ) < s1n3(7r—t) > ( sin’ ¢ ) (o) (M(1))

On étudie et on construit la courbe pour ¢ € [O, %] , puis on obtient la courbe complete par réflexion
d’axe (Oy), puis

par réflexion d’axe (Ox).

e Pour tout réel ¢,

M(3-1)= ( CSOS: E :3 ) = ( ﬁifa’, ) = 5,_(M(1)).

On étudie et on construit la courbe pour ¢ € [O, ﬂ , puis on obtient la courbe complete par réflexion
d’axe la droite

(ST R STE

d’équation y = x, puis d’axe (Oy) et enfin d’axe (Ox).
Variations conjointes de x et y. La fonction 7 — x(¢) est strictement décroissante sur [O, %] et la
fonction 7 — y(t) est strictement croissante sur [0, %] . Etude des points singuliers. Pour r € R,

2 .
aM —3acos“tsint . —cost
—(1) = . 2 = 3acostsint . :
dt 3asin“tcost sint

. —cost . , .
Pour tout réel ¢, le vecteur sing est unitaire et n’est donc pas nul. Par suite,

—
dM - T
I(t) = 0 © 3acostsint =0 cost =0ousint=0&1 € EZ.



Les points singuliers sont donc les M (%”), k € Z. Pour t ¢ Z7, M(t) est un point régulier et la

tangente en M(r) est dirigée par le vecteur ( _siCI?tSt > Etudions alors le point singulier M(0).
Pourt € [-%,2]\ {0},
y#)—y(0)  asin’t sin’¢
x(t) —x(0) acos’t—a  (cost—1)(cos?t+cost+1)
8sin’ L cos® £ —4sin§ cos® §

—2sin® L(cos?t +cosr+1)  cos?t+cost+ 1’

sin® ¢ ~
cost—1)(cos?t+cosr+1) oo

etdonc, lim,_o % =0. (Si on connait déja les équivalents, c’est plus court : (
13

— % %3

trie, la courbe admet également une tangente en M (—%), M (%) et M(r), dirigée respectivement

par (0,1), (0,1) et (1,0). Toujours par symétrie, ces quatre points sont des points de rebroussement

de premiere espece. Il en résulte aussi que

= —% — 0). La courbe admet en M(0) une tangente dirigée par le vecteur (1,0). Par symé-

pour tout réel 7, la tangente en M (¢) est dirigée par le vecteur (— cost,sinz).

On en déduit la courbe.

(b) Soit7 € ]0,%[. On a vu que la tangente (7;) en M(r) est dirigée par le vecteur (—cost,sint). Une
équation cartésienne de 7; est donc : —sint(x —acos’t) —cost(y —asin’t) = 0, ou encore

xsint 4+ ycost = asintcost ().

On en déduit immédiatement que A () a pour coordonnées (acost,0) et que B(t) a pour coordonnées(0,bsint)
puis que

vt €]0, %[, A(t)B(t) = a.

2. La cycloide.

(a) La condition de roulement sans glissement se traduit par OI = M1

ou encore xo = Rt. On en déduit que



Xy = xq +Xg5; = Rt + Rcos (2 — % —t) =Rt — Rsint = R(t —sint)
et
YM = Yo +Ygy; = R+Rsin (2 — 5 —1) = R—Rcost = R(1 —cost).

(b) Domaine d’étude.
e Pour tout réel 7, M(t) existe.
e Pour tout réel #, M(t +271) = M(t) + i od W (2R, 0). Par suite, on trace la courbe quand 7 décrit
[0,27] et la
courbe complete est obtenue par translations de vecteurs ki, ke
e Pour tout réel 1, M(—t) = (—x(t),y(t)) = s(0y)(M(t)). On trace la courbe quand ¢ décrit [0, 7],
puis on complete
par réflexion d’axe (Qy) puis par translations.
Etude des points singuliers. Pour 7 € [0, 7], ' (t) = R(1 — cost) = 2Rsin’ (1) et y/(t) = Rsint =
2Rsin (%) cos (%) Le point M(r) est régulier si et seulement si # €]0, ]. Dans ce cas, la tangente en
M (t) est dirigée par ( .2R sin’” (t/2) > ou encore par ( sin(t/2) ) . Etudions également le

2Rsin(z/2)cos(/2) cos(t/2)

point singulier M(0). Pour ¢ €]0, ],

y(t)—y(0) R(1—cost) /2 3
x(1)—x(0)  R(t—sint) :5013/6 ¢

t)—y(0
Ainsi, hn(l)y(t)y(()) = +oo et la tangente en M(0) est dirigée par (0,1). Ainsi, dans tous les cas,
=0 x(t) —x
t>0

sin(7/2)
cos(t/2)
rebroussement de premiére espéce. Sinon, x et y sont des fonctions croissantes sur [0, 7].

la tangente en M(r) est dirigée par le vecteur ( ) Par symétrie, M(0) est un point de

TR 2mR

3. une courbe de LiSSAJOUS Domaine d’étude.
e Pour tout réel 7, M(t) existe.
e Pour tout réel 7, M(t +2m) = M(t) et la courbe compléte est obtenue quand ¢ décrit [, 7).
e Pour tout réel ¢,

0= )= ( iy ) oot

On étudie et on construit la courbe pour 7 € [0, 7], puis on obtient la courbe compléte par symétrie centrale
de

centre O.
e Pour tout réel ¢,

_( sin(2r—2t) \ [ —sin(2r) \ _
M(z—1) = < sin(37 — 3t) > = < sin(3) ) = Ston(M(@).
On étudie et on construit la courbe pour ¢ € [O, %] , puis on obtient la courbe complete par réflexion d’axe
(Oy) puis



par symétrie centrale de centre O.

e On note aussi que M(t + ) = s(ox) (M(t)), mais cette constatation ne permet pas de réduire davantage
le domaine

d’étude.

Variations conjointes de x et y. Pour 7 € [0,%], /(1) = 2cos(2) et y/(r) = 3cos(3r). On en déduit
immédiatement le tableau suivant :

=B
I

2 (t) +

el RIS E
|

0 —1
yw | + 0 -
puis on en déduit la courbe.
t=mn/6
t=m/4

| |
| |
: [

| t=0 :: /3
J i
! [
| |
| [

t=\r/2

Points multiples. D’abord, tout point de 1’arc est multiple, puisque la courbe est parcourue une infinité
de fois. I y a essentiellement deux « vrais points » multiples a déterminer, les autres s’en déduisent par
symétrie. L'un des deux est le point de (Ox) d’abscisse strictement positive obtenu pour un certain réel ¢
de ]0,%[. Soitz €0, %[.

y(t):0<:>sin(3t):0<:>3t€7tZ<:>t€gZ@tzg.

Le point de la courbe qui est sur (Ox) et qui a une abscisse strictement positive est le point M (%) =

<§,0). Sinon, on cherche 1, € |0, 5 [ etr, € ] —%”,—% [ tels que M(t;) = M(ty).

T b1
M(t)=M(t) = x(t1) =x(th) & €ty +nZout, € §—t1+nZét2 € §—t1+nZ

=h = TC t T=1h= TC t
2=5~h 2=—5~h
Réciproquement, si r, = —% — 1, alors x(r;) = x(z2) et donc,



M) =M(n) & y (—g —t1> = (1) < sin (3 (—g —t1>) — sin(31)

3n 3n 3n
& 3h € —7—3t1+27€ZOu3t1 S 7T+7+3t1+27TZ<:>6I1 € Y +2nZ

St €—E+EZ<:>I _ T
I=7473 ' 12

Le point M (1—”2) = (%, ?) est le point multiple d’abscisse et d’ordonnée strictement positives.

. La lemniscate de BERNOULLI Domaine d’étude.

e Pour tout réel 7, M(t) existe.

e Pour tout réel 1, M(—t) = so(M(t)). On étudie et construit la courbe quand ¢ décrit R™ et on obtient la
courbe

complete par symétrie centrale de centre O.

e Pourt > 0,
1 1 L /3 p
M(-)= oo V(B D ) (M),
<t> (1—1—[14 1+A> <1+;4 1—|—t4> y=x(M(t))

On étudie et construit la courbe quand ¢ décrit [0, 1] et on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe
la droite

d’équation y = x puis par symétrie centrale de centre O. Variations conjointes de x et y. Les fonctions x
et y sont dérivables sur [0, 1] et pour ¢ € [0, 1],

x’(t)— (1+f4)—l(4l‘3) _ 1—3¢ . /(t)_3t2(1+f4)—t3(4t3) _t2(3—t4)
T4 T (e yi)= (1142 YOk
On en déduit immédiatement le tableau :

t |0 % 1
2 (t) + 0o -
(¥3)?
4

\
/

<
O\
Y

y'(t) |0 +

La tangente en M (0) est dirigée par le vecteur (1,0). Par symétrie, la tangente en « M(+o0) » est dirigée
par le vecteur (0, 1).

1__




5. Les tractrices

(a)

(b)

x= f(t)+ Rcost

y = Rsint ou f est une foncton dérivable

Cherchons les arcs solutions sous la forme {

sur un certain intervalle / (de sorte que le point M(z) est sur le cercle € () de centre ( f g) )

et de rayon R). La trajectoire cherchée est orthogonale a chaque cercle €'(¢) si et seulement si la
tangente a cette trajectoire en M(¢) est orthogonale a la tangente au cercle €'(¢) en M(¢) ou encore
«si et seulement si » les vecteurs (f'(r) — Rsint,Rcost) et (—sinz,cost) sont orthogonaux Cette

dernigre condition s’écrit — f'(¢) sint + R(sin* ¢ +cos’t) = 0 ou encore f'(t) = KX ouenfin, f(t) =
. R(In|t t)+C .
Rln ‘tan%‘ + C. Les arcs solutions sont les arcs de la forme ¢ — ( Rs(irr;t‘ an 2{ +eos ) * ), ou

CeR.

R(In ]tan%‘ ~|—cost)

. ar translations de
Rsint ) p

Les courbes solutions se déduisent de la courbe ¢ — (

vecteurs colinéaires a _z> On peut montrer que la courbe obtenue est la trajectoire de la roue arriere
d’une voiture quand celle-ci se gare en marche avant, la roue avant étant quant a elle collée au
trottoir.

Domaine d’étude. La fonction 7 — M(r) est 27-périodique et on 1’étudie donc sur [—7, 7). Pour 7 €
[—7, 7], M(t) existe si et seulement si ¢ €] — 7, w[\{0}. Pour 7 €] — 7, &[\ {0}, M(—1) = 5(0x) (M(t))
puis

M(n—1) = ( (1“\%1“(;5 5)|+cos(m—1)) ) _ < is(;(lt“)\tané\—c"”) ) = s0y(M(1).

On étudie et on construit la courbe quand ¢ décrit ]O, 2] et on obtient la courbe complete par
réflexion d’axe (Oy) puis par réflexion d’axe (Ox). Dérivée. Etude des points singuliers. Pour

0.5,
—
@it ((Rlmsinn) | _ (R peost (cos
dt '\ Rcost ~ \ Rcost /| sint \ sinz )’
7,} - 2
Par suite, W(t): 0 oSl=0sr=75.Le poth( )e npomt singulier. Quand ¢ tend vers
Z.y(t)—y(3) =R(sint —1) = R(l—cos(f—t)) -2 (z- ) D’autre part, posons h =5 —¢

ou encore t = % h. Quand ¢ tend vers 2,



x’(z)fRCOSthRSinzh RhZ—R(z E)2+o (z §>2
U sinr cosh - 2 2 ’

et donc par intégration,

Comme d’autre part, y(1) —y (%) = —R(1 —sint) = —R(1 — cosh) ~ —§
déduit que

2
yo)-y(3) -5¢-%"_ 3
3 - 9y
W« Rz} 209
() —y(3) _ o . L
et donc lim == = o0, Par symétrie d’axe (Oy), la tangente en M ( 5) est dirigée par j et
=2 x(t) —x(%)
<z

M (%) est un point de rebroussement de premiere espece. Sinon, x’ et y sont strictement positives
sur ] 0, % [ On en déduit que x et y sont strictement croissantes sur cet intervalle. Quand ¢ tend vers 0
par valeurs supérieures, x(¢) tend vers —oo et y(¢) tend vers 0. On en déduit que la droite d’équation
x =0 est asymptote a la courbe. D’autre part, x croit de —eo a 0 pendant que y croitde 0 a 1. Courbe.

N
==

Correction de I’exercice 2 A

1. Domaine d’étude. M(r) existe si et seulement sit ¢ {—1,1}. Sinon, il n’y a pas de symétrie particuliere
(la fonction y est effectivement paire, mais x n’est ni paire ni impaire).

Dérivée. Pourt €] — 1,1[\{0},

3
(0 =) Ik =21 1) = o (G )
B 3 32 —1)=2(t2—1)—(*41)  *(t-3)
(1) -1) tt+1)(—1) (1)1
et
) 26(t2 — 1) —2¢(¢? -2
v = -

ce qui reste vrai par continuité de x et y en 0.

Etude des points singuliers. Pour ¢ ¢] —1,1[, G5 (t) = 0t =0. M(0) = (0,0) est I'unique point
singulier. Pour 7 €] — 1, 1[\{0},

y(t) —y(0) 2 t+1D2(t—1)  t+1
x(t) —x(0) -1 3 t

Par suite, i g;:i Eg; tend vers +oo quand 7 tend vers O par valeurs supérieures et vers —eo quand ¢ tend

vers 0 par valeurs inférieures. La tangente en M (0) est dirigée par j et d’autre part, M(0) est un point de
rebroussement de premiere espece.

10



Etude quand 7 tend vers +eo. Quand 7 tend vers £eo, M(¢) tend vers le point (1,1). On prolonge la
courbe en posant M(e0) = 1,1). On a alors

— (oo 2 3 204 _
y(t) y( )_(tzt_l_l)((t+1)t2<t_1)_ )—17 1 (t+1) (t 1)7 r+1 1

221 —241+1 241+ 1

Cette expression tend donc vers 0 quand ¢ tend vers +oo et la tangente en M (o) est dirigée par i
Etude quand 7 tend vers 1. Quand 7 tend vers 1, x(¢) ~ 14(t — 1) et y(¢) ~ ﬁ Donc, x et y tendent
vers I'inifini et il y a branche infinie. De plus, % ~ 2. Puis,
12 5 3 A+ 1)-28 12
2—1 “(+1D)2(—-1) (t+1D)2(—-1)  (+1)*

y(1) — 2x(1) =

Cette derniere expression tend vers —% et la droite (A) d’équation y = 2x — % est asymptote a la courbe.
Etude quand ¢ tend vers -1. Quand 7 tend vers 1, x(t) ~ 12(t 4 1) et y(t) ~ M:—Jrll) Donc, x et y tendent
vers I’inifini et il y a branche infinie. De plus, % ~ —(t+1). Par suite, % tend vers O quand 7 tend vers

—1. La courbe admet une barnche parabolique de direction (Ox).

Variations conjointes de x et y. On rappelle que pourt € R\ {—1,1},x/(¢) = (tﬁ)(;% ety'(1) == — 7
On en déduit le tableau suivant :
t | —o0 —1 0 1 3 +00
2 (t) + - 0 — - 0 +
+00 || +00 +0Q 1
1 —00 %
+00 0 400
1 —0 —00 1
y'(t) + + 0 — —

On peut noter que la tangente en M (3) est dirigée par le vecteur f Voir graphique page suivante.

t=1"

Dans la suite de cet exercice, je ne détaillerai que treés peu ou pas du tout I’étude de la courbe.
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Correction de ’exercice 3 A

1. On a vu dans I’exercice 1, que la tangente (7;) en M(t) est toujours dirigée par le vecteur #(r)
(—cost,sinz). Une équation de la tangente en M(r) est donc sint(x — acos®t) 4 cost(y — asin’r) =
ou encore

0

xsint 4+ ycost = asintcost (T).

Soit (¢,u) € [~ 7)%.

T
(T}) L(T,) < (1) |i(u) = 0 < costcosu+sintsinu =0 < cos(t —u) =0 uct+ 5 + nZ.

I est alors clair que I’orthoptique est I’ensemble des points d’intersection des tangente (7;) et (7;,z)
quand ¢ décrit R.

xsint 4+ ycost = asintcost
M(x.y) (T)N(T15) & e
2 Xcost —ysint = —asint cost
sint  asintcost
cost —asintcost

asint cost cost
—asintcost —sint

=X =—

< x = asintcost(—cost +sint) et y = asinz cost(cost + sint)

. . asint cost(—cost + sint
L’ orthoptique cherchée est la courbe ¢ +—> ( ( + ) >

asint cost(cost + sint)
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