Les complexes

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
1: Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 **IT

Calculer de deux facons les racines carrées de 1 +i et en déduire les valeurs exactes de cos (%) et sin (%)
Correction V [005119]

Exercice 2 **T
Résoudre dans C les équations suivantes :

1. 2+z+1=0

222 +2z4+1=0

22 —2zc0s0 + 1 =0, 0 réel donné.
22— (6+i)z+ (114+13i) =0

5. 222 — (743i)z+ (2+4i) = 0.

Correction V [005120]

Sl

Exercice 3 **IT Une construction du pentagone régulier a la régle et au compas

2in/5

1. On pose z=-¢ puis a = z+z* et b = 72 + z°. Déterminer une équation du second degré dont les

solutions sont a et b et en déduire les valeurs exactes de cos (%”), sin (2?”), cos (%”), sin (4?”) , COS (%) et
sin (%)

2. Le cercle de centre Q d’affixe —% passant par le point M d’affixe i recoupe (Ox) en deux points [ et J.
Montrer que OI +OJ = OI.OJ = —1 et en déduire une construction a la régle et au compas, du pentagone

régulier inscrit dans le cercle de centre O et de rayon 1 dont un des sommets est le point d’affixe 1.

3. La diagonale [AC] d’un pentagone régulier (ABCDE) est recoupée par deux autres diagonales en deux
AF

points F et G. Calculer les rapports 4 et %.

Correction V [005121]

Exercice 4 ***

i Tz L Ré 4 : 1+iz\3 _ 14itana
Soit a € ]— 55 [ donné. Résoudre dans C I’équation (lfiz) = Ciana”

Correction V [005122]

Exercice 5 *%%*

1. Soit (ABC) un triangle dont les longueurs des cotés BC, CA et AB sont notées respectivement a, b et c.
Soit I le centre du cercle inscrit au triangle (ABC). Montrer que I = bar{A(a),B(b),C(c)}.

2. Déterminer z complexe tel que O soit le centre du cercle inscrit au triangle (PQR) dont les sommets ont
pour affixes respectives z, 7> et z°.
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Correction V [005123]

Exercice 6 ***]

Soient A, B et C trois points du plan, deux a deux distincts, d’affixes respectives a, b et c. Montrer que :
ABC équilatéral < j ou j? est racine de 1’équation az® + bz +c =0

1
S d®+b*+c =ab+ac+be = + + =0.
b—c c¢c—a a-—>b

Correction V [005124]

Exercice 7 **T

Résoudre dans C I’équation z* — (5 — 14i)z*> — 2(5i+12) = 0.
Correction V [005125]

Exercice 8 **

Résoudre dans C 1’équation (22 +1)"—(z— 1)2” —0.
Correction V¥ [005126]

Exercice 9 **]

Déterminer les complexes z tels que z, % et z— 1 aient méme module.
Correction ¥ [005127]

Exercice 10 **I

On note U I’ensemble des nombres complexes de module 1. Montrer que :

1+ ix)

1—ix”

Correction V¥ [005128]

VzeC, (zeU\{-1} & IxeR/z=

Exercice 11 **IT
i i0
14+cos@—isin 6 et de 14-¢

Forme trigonométrique de 1=~ 5=755 i
Correction V [005129]

Exercice 12 *T

Calculer (1+iv/3)°.

Correction V [005130]

Exercice 13 **T
—4

Déterminer les racines quatrieémes de i et les racines sixieémes de VT
Correction V¥ [005131]

Exercice 14 ***

Montrer que les solutions de I’équation 1 +z4z> +... + 2"~ ! — nz" = 0 sont de module inférieur ou égal a 1.
Correction ¥ [005132]

Exercice 15 **T

Pourz € C\ {1}, on pose Z = i—fﬁ Déterminer et construire I’ensemble des points M d’affixes z tels que
1. |Z]=1.
2. |Z]|=2.



3. ZeR.
4. Z ciR.

Correction V [005133]

Exercice 16 *T

Nature et éléments caractéristiques de la transformation d’expression complexe :

1 =z+3—i

2. 7 =2z+3

3. 7 =iz+1

4. 7 =(1—i)z+2+i

Correction V [005134]

Exercice 17 **I

On considere ’équation (E) : (z—1)" — (z+ 1)" = 0 ol n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 donné.

1. Montrer que les solutions de (E) sont imaginaires pures.
2. Montrer que les solutions de (E) sont deux a deux opposées.

3. Résoudre (E).

Correction V [005135]

Exercice 18 ***T ESIM 1993

Pour z € C, on pose chz = 3 (e + %), shz = J(e*—e %) et thz = zg—i
1. Quels sont les nombres complexes z pour lesquels thz existe ?
2. Résoudre dans C 1’équation thz = 0.

|Imz| < %

|thz| <1

4. Montrer que la fonction th réalise une bijection de A= {z € C/ |Imz| < F} surU = {z € C/ [z] < 1}.

3. Résoudre dans C le systeme {

Correction V¥ [005136]

Retrouver cette fiche et d’autres exercices de maths sur exo7 .emath.fr
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Correction de ’exercice 1 A

D’abord on a 1 +i = v/2¢™/*. Les racines carrées de 1+ i dans C sont donc v/2¢/™/8 et —+/2¢/™/8. On a aussi,
pour (x,y) € R?,

2oy =1 2 =1(V2+1)
o , e V241 [V2-1
x+iy)y=1+iel P+’ =2 & ¥=1wv2-1) & (xy) e+ 7
xy >0 xy >0

Les racines carrées de 1 +i sont donc aussi + (\/\/§2+1 + z\/ﬂz—l> . Puisque Re(e™/3) = cos g > 0, on obtient

V2eim/8 = \/@ +i\/%, ou encore

oim/8 — ‘f\g +i ‘/25\/_; = % (\/2+xf2+i\/2—f2>

et donc, par identification des parties réelles et imaginaires,

\/2+ 2et s1n8

W

cosZ s —

Correction de I’exercice 2 A

1. Z +Z+1—0<:>Z——§+l\/>:.]0uz__%_i§:jZ‘

2. A'=1?—-2=—1=i% L’équation a donc deux solutions non réelles et conjuguées, i savoir z; = %(—1 +1i)
etz = ( 1—i).

3. Soit 6 € R. Pour tout complexe z, on a

7?2 —2zcos@+1 = (z—cos0)*+1—cos’ = (z—cos 0)> +sin” @ = (z —cos 8)* — (isinH)?
— (z—cos@ —isinB)(z —cosO +isin@) = (z—e®)(z— e ?)

L’ équation proposée a donc deux solutions (pas nécessairement distinctes) z; = ¢ et zo = ¢, De plus,
A = cos>@ — 1 = —sin? 0 et ces solutions sont distinctes si et seulement si 6 ¢ 7Z.

4. Soit (E) 1’équation z> — (6 + i)z + (11 + 3i) = 0. Son discriminant est A = (6 +i)> —4(11 + 13i) =
—9 —40i. Comme 40 = 2 x 20 = 2 x (4 x 5) et que 4> — 5% = 16 — 25 = —9, on est en droit de deviner

que A = (4 — 5i)2. L’équation (E) a deux solutions distinctes dans C 2 savoir z; = M =5—-2iet
= 6+134+51 =143

5. Soit (E) I'équation 27> — (7 +3i)z+ (2 +4i) = 0. Son discriminant est A = (7 +3i)* —8(2 +4i) = 24+ 10i.
Comme 10 =2 x5 =2 x (5x 1) et que 5> — 12 = 24, on est en droit de deviner que A = (5 +i)>.
L’équation proposée a deux solutions distinctes dans C a savoir z; = % 34ietz = % =
L(1+i).

Correction de I’exercice 3 A

1. Onaa= 2005( ! ) eth=2cos (*£). 1, z, 22, 2> et z* sont les cinq racines cinquiemes de 1 dans C. Par
suite, 1 +z+4 22 42> +z* = 0. Mais alors

a+b=z+2+72+=-1

et
ab=(z4+FP+) =2+ 4+ =+ =1 (car =1).

4



a et b sont donc les solutions de I’équation X?> + X — 1 = 0 dont les racines sont 71;\5 et 715\5.

2 4rn

Enfin, puisque £ € ]0,%[, on a a > 0. Par suite, cos () = ’1%5 et cos (%) = ’1%5. D’autre part,

sin (2?”) > (0 et donc,

De méme, en remplacant V5 par —\6, coS (%”) = 71%6 et sin (%”) = % 10 —2+/5. Enfin, cos (%) =
_ 4

—cos(m—%) = —cos (1) = # etsin (%) =sin (7 —%) =sin (%) =1V10-2V/5.

. Le rayon du grand cercle vaut, d’apres le théoreme de PYTHAGORE :

R=\/Q0"+0M? = ‘f
2r

Donc x; = xqg+R = etxy=x90—R= 71%‘/5 Par suite, x; = 2cos (?) et x; = 2cos (%”) Ceci
montre que les médiatrices des segments [O,1] et [0,J] coupent le cercle de centre O et de rayon 1 en

quatre des cinq sommets du pentagone.
M
|
\
|
|
|
N
} I
/
|
|
|
|
|

. Posons x = ﬁ—g. D’apres le théoreme de THALES (je vous laisse vérifier les parallélismes),

_AF _HK FG AC-2AF 1-2x
YTAC T HC T FCT AC—AF  1—-x’

—1+V5
2

Donc x> —3x+1 =0 et puisque x < 1, x = 3%6 Puis

AG _ AC—AF :71;ﬁet%:AC—2AF:1_2: 29 34V5 5 —1tV5

ac = ac —1-x AF x 35 2 2




Définition du nombre d’or.

4 ¢ g

petit moyen

On veut que C partage le segment [A B] de telle sorte que % BC = 4€ («

J— > _\_ 1
= 45 moyen — grand ») c’est-a-dire,

en posant a = AB et x = AC, £ = “=* ou encore (5) + 2% —1=0etdonc, puisque £ >0, £ = _ler‘/g.

> a

Le nombre d’or (ou proportion dorée) est le nombre 71%5 =0,618...

On peut aussi prendre pour le nombre d’or le rapport { = HT\B =1,618...

Correction de I’exercice 4 A

: n 7w l4itane __ cosa+tisina __ J2ia
Soit & € ] 202 [ I—itana _ cosa—isin ¢ Donc,

1+iz 3 1+itanox 1+lZ 20, 2k
= & Ik 1,0,1 (545
(1—iz> I —itano €i- }/ —¢

Maintenant, pour k € {—1,0,1},

200 2km 3
o=—-1& ?+Ten+2n2@ae k7r+7+37rZ

ce qui est exclu pour & €] — 7, Z[. Donc,

=w < Jke {—1,0,1}/ i(a)k+1)Z: o, — 1.

1+iz\> 1+itana o — 1
( J”,Z> _ _ran eIke(-1.01}/z= e e {101}/ 2=

1—iz 1 —itano i(a+1) et(3+%”)i(ei(%+k§”)+e*i(% :
2isin( % + A7) a kn
< Jke{-1,0,1}/z= 3 3/ o 3ke{-1,0,1}/z=tan(= 4+ —
Loy e o {-1,0,1}/ z=tan(§ + )

FEHE) ) _ i)
a

Correction de ’exercice 5 A

1. On note /; le point d’intersection de la bissectrice (A;) de ’angle BAC et de la droite (BC). La parallele
a (AC) passant par B coupe A; (puisque (AC) n’est pas parallele a (A;)) en un point A;. Les angles
alternes-internes CAA| et AA|B sont alors égaux. Puisque d’autre part, CAA; = A|AB, on en déduit que

m = fm et donc que le triangle (ABA) est isocele en B. D’apres le théoréme de THALES, on a
alors

LB AB_ AB ¢

LC  AC AC b
et donc puisque /; est entre B et C, blercIl? — 0, ou enfin I) = bar{B(b),C(c)}.




On a aussi bien sir les deux autres égalités I, = bar{A(a),C(c)} et Iz = bar{A(a),B(b)} ou L, et I3
sont les points d’intersection des deux autres bissectrices avec (AC) et (AB) respectivement. Soit alors
I' =bar{A(a),B(b),C(c)}. D’apres le théoreme du barycentre partiel, on a

I' =bar{A(a),I;(b+c)} =bar{B(b),L(a+c)} =bar{C(c),5(a+b)},
ce qui montre que I’ est sur (Al}), (Bl) et (Ch3), c’est-a-dire sur les trois bissectrices. Par suite, I’ = 1.
2. Soitz € C.

3

z, 22 et Z° ne sont pas deux a deux distincts e=zoul=zou=7eze {-1,0,1}.

Ensuite, pour z ¢ {—1,0,1},

3_
z, 2% et 2° sont alignés < JA 6]1%/23—1:%(12—2)(:)% ceRsz+1eRezeR.
z

Finalement, (z,z%,z%) est un « vrai » triangle si et seulement si z n’est pas réel. Soit alors z un complexe

non réel.

O centre du cercle inscrit au triangle (PQR) < O = bar{P(QR),O(PR),R(PQ)}
7|2 -2 +2 -2+ P)z—2 =0 z|z.]1 — 2| (|2) + 2|1 4+ 2] + )
Szl +z|l+2+2=0(E) (carz ¢ R)

Ensuite,

4 4 z z
|z\+z!1+z!+z2:0<:>(z+’Z|)+|1+z|:O:>z+|Z|ER@HH—Z—FH
szt P — 0 (=) (- ) =0 1~ —0(carz £3)
2—Z—|z|—= z—7)(1—-—) = — == rz#72
2Z |z| |z|
Slzl=1

Posons donc z = ¢® ol1 @ ¢ n7Z. En reportant dans (E), on obtient

. ) . . 0
zsolution de (E) < € 4+ ¢710 4|14 €| 20@20056+\e’9/2|.|200s§| =0

0 0 0 0
@cos@—i—\cosi\ 20@2]cos§|2+|cos§| -1=0& ‘0085’ est solution de 1’équation 2X? + X

0 1 0 1 0 1 1 2
& cosg 6{2,—1}<:> cosz‘—2<:>2c0522—1——2<:>cose——2<:>6€j:37r+277:Z
ze )/}

Les nombres complexes solutions sont donc j et j2.

Correction de I’exercice 6 A

(A,B,C) équilatéral <> C =14 z/3(B)ouC=ry _z/3(B) & c—a= (=) (b—a)ouc—a=(—j)(b—a)
& (—=1—j)a+ *b+c=00u(—1—jla+ jb+c=0< ja+ j*b+c=00u j2a+ jb+c=0
& (j2)2a+j2b+c =0ou j2a+ jb+c=0< jou j* sont solutions de I’équation az> + bz +c¢ = 0.

Ensuite



(A,B,C) équilatéral < ja+ j*b+c=0ou j*a+ jb+c=0
& (ja+ Pb4c)(jPa+ jb+c) =0 a* +b* +* + (j+ j*)(ab+ac+bc) =0
s a*+b*+c =ab+ac+be,

puis

(A,B,C) équilatéral sSad+b*+c*—ab—ac—bc=0
& —a*+ab+ac—bc—b*>+bc+ba—ac—c>+ca+cb—ab=0

(c—a)(a=—b)+(a—b)(b—c)+(b—c)(c—a)

& (c—a)la=b)+(a—b)(b—c)+(b—c)(c—a) =0« (b—c)(c—a)(a—Db)

=0

Correction de I’exercice 7 A

Le discriminant de 1’équation Z% — (5 — 14i)Z — 2(5i + 12) = 0 vaut
A= (5—14i)>4+8(5i+12) = —75—100i = 25(—3 — 4i) = (5(1 —2i))>.
Cette équation admet donc les deux solutions Z; = W =5—12ietZ, = M = —2i. Ensuite,

z est solution de I’équation proposée < z° =5 — 12i = (3 —2i)? ouz? = —2i = (1 —i)?
& z=3-2iouz=-34+2iouz=1—iouz=—1+1i.

Correction de ’exercice 8 A

Posons, pour 7 naturel non nul, P = (X2 +1)" — (X — 1),

P = X" 4 (termes de degré < 2n—2) — X" +2nX>""! + (termes de degré < 2n—2)
= 2nX>""! 1 (termes de degré < 2n—2).

Donc deg(P) = 2n— 1 et P admet dans C, 2n — 1 racines, distinctes ou confondues.

(FP+1)"'=z-1D)"<ke{0,...n—1}/ 2 +1=ax(z—1)* ot @y = ¥**/"
& Ikef{0,...n—1}/ (1 —o) +20z+ (1 —ax) =0
Si k = 0, I’équation précédente s’écrit 2z = 0 ou encore z = 0. Si k est élément de [1,n— 1], A, = @ — (1 —

a)k)2 =20, — 1= 2e%km/n 1 Soit dy une racine carrée dans C de A;c (difficile a expliciter semble-t-il). On a
S= {@u{L/"ﬂk ke[ln— 1]}}.

1—e2ikm/n

Correction de I’exercice 9 A

Soient z un complexe non nul, M le point d’affixe z et A le point d’affixe 1.

1 1
d=|-|ell=cel=1e]=1,
z |z|



et

1
Izl =|z— 1| < OM =AM < M € med[OA] < xy = 3 < Re(z) = X
Donc,

1 1 3
lz| = |- :\z—l\@\z!:1etRe(z):—@z:fj:ii(:)z:—jouz:—jz.
b4 2 2 2

Correction de I’exercice 10 A

Soient x € R et z = 1. Puisque 1 —ix # 0, z est bien défini et |z| =

[1+ix] _ [14ix] _ _ =442
i — o 1 Enfin, 2= =50 =

f1+13ix7é—1.0namontréque: .
+ix
1—ix

Vx € R,

eU\{-1}.
Réciproquement, soit z € U \ {—1}. Il existe un réel 8 ¢ 7w+ 277 tel que z = ¢'®. Mais alors,

o €92 cos8+isind  cosé(1+itan$) 1+itand
i=e = = o — = 0

T omi0/2 T 0B a8 6 U .
e /2 cos® —ising cosd(1—itand) 1-itan$

6 6 7
(cosa#Ocar§¢§+ﬂZ),

et z est bien sous la forme voulue avec x = tan g.

Correction de ’exercice 11 A

1. Soit 6 € R.

1+cosO+isin0 =0« cosO@=—1letsin0=0<0cn+2nZ.

Donc, 1He0s0-isind oyigte pour 6 ¢ 7+ 277, Pour un tel 6,

> 1—cos O+isin O
1+cos@—isin® 2cos>d —2isinScosd cosd cos(0/2) —isin(0/2) cosf i/ cotan 0
— — = - = —1 ~
1—cos@+isin®  2sin? g +2isin%cosg sin% sin(6/2) +icos(0/2) sing el(m=6)/2

V
-lercas.]cotand >0 & € U]kn, 5 +kr[< 0 € U]an’, 7+ 2kn[. Dans ce cas, la forme trigono-
keZ keZ

est cotan($)e~ /2 (module= cotan($) et argument= —Z (27)).

14+cosO —isin0 [ (9) 71'}
= |cotan| = |, —=|.

14cos 6 —isin O

metrique de I—cos O+isin 6

1 —cos®+isin® 2 2

- 2eme cas. cotang <0&0¢ U]T[ +2km,2(k+ 1)x]. Dans ce cas,
kEZ

14+cosO —isinO 0. . 0
— —cotan(~).¢'™? = | cotan(~
1—cosO +isin6O coan(z)e |coan(2)|e

1+cosO —isin@ ) 0 T

= |—cotan| = |),=]|.
1—cos@+isinO 2/)72
14+cos B —isin @ -0
1—cosO+isin6 .

in/2
Y

et donc,

- 3éme cas. Cotang =0« 0 € 1+2n7Z. Dans ce cas, on a



2. Pour 6 ¢ 2nZ, on a

1+ ¢f® ei6/2(67i9/2 +ei6/2) 2cosg
o= — . . = =icotan —.
1 —ei® — ¢i0/2(¢=i0/2 _ ¢i6)2) —2isin§ 2

Si 6 € | J]2km, m+2kn], 14 = [cotan §, Z). Si 6 € | )7+ 27, 2(k + 1)7], 1255 = [~ cotan &, Z].
kEZ kEZ

Si 6 € n+21Z, 15 =0.

Correction de I’exercice 12 A
(14iV/3)° = (267/3)? = 29637 = —512.

La forme algébrique d’un complexe est particulierement bien adaptée a I’addition.
La forme trigonométrique d’un complexe est particulicrement bien adaptée a la multiplication.

Correction de ’exercice 13 A

. . N . (T4 kT . _ _ _

i = ¢'™/2 et les racines quatriemes de i sont donc les 37 ke {0,1,2,3}. Ensuite, ﬁ,‘\‘ﬁ = em—% = Q¢ i3 =
; . o _ (T kn )

2¢%™/3_ Les racines sixiemes de l+if/§ sont donc les ¥V/2¢/(575) k€ {0,1,2,3,4,5}.

Correction de ’exercice 14 A
Soit z € C tel que |z] > 1.

Ttz+ .+ 27 < Tfa] + e+ o+ 2 < 2" + 2" + o+ 2] = nlz|" = 02",
et en particulier, 1 +z+...+ 2" ! #nz". Donc, si 1 +z+... + 2" ! —nz" = 0, alors |z| < 1.

Correction de ’exercice 15 A

A- Solutions algébriques.] Pour z € C, posons z = x -+ iy ol (x,y) € R2.

1.
1+z>
[1—2]?

L’ensemble cherché est la droite (Oy).

IZ|=1< 1o (1+x)2+y*=(1—x)>+y*et (x,y) # (1,0) © dx =0 x = 0.

2.
Z| =2 (1+x)? +y* =4((1 —x)* +y?) & 3> +3y* — 10x+3 =0 et (x,y) # (1,0)
10
<:>x2+y2—?x+1:Oet(x,y);é(l,O)
5\° 16
< -3 +y2:7et(xvy)7é(170)
3 9
o (x2 2+ 210
3) 7 T
L’ensemble cherché est le cercle de centre Q2 (%, O) et de rayon %.
3.
= 1 1+%2
ZeRszZ=Ze Lo T2
11—z 1-%

S(l+z2)1-2)=(1—-2)(1+7)etz#1<z—7=Z—zetz#1
Sz=zetz#£1<zeRetz#1.

L’ensemble cherché est la droite (Ox) privé du point (1,0).
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1 1
ZEZR@)Z——Z@I—H :—1—“@(1“)(1—2):-(1—z)(1+z)etz¢1
—Z —2Z

Sl-gZ=—1+Zetz£l e ZP =letz# 1|7 =1letz#1.

L’ensemble cherché est donc le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point (1,0).

B- Solutions géométriques. Soient A et B les points d’affixes respectives —1 et 1 et & 1’ensemble cherché. Soit
M un point du plan distinct de B d’affixe z.

1.
Me& & |z+1|=z—1| < AM = BM < M € med|AB] = (Oy).

2. Soit Q =bar(A(1),B(—4)). On axg = = (x4 —4xp) = 3 et yo = < (ya —4yp) = 0.

Mec & < |7+ 117 =4z 1> & AM? = 4BM?
o AM? —4BM? = 0 & (AG + QM)? — 4(BS + QM) = 0
o —30M? +2(AC — 4BO).QM + AG? — 4B — 0

1
& QM? = g(QA2 —4QB?)

Or, QA% = (3 +1)> =% et QB> = (3 — 1) = §. Par suite,

1 1 64 16 16
—(QA% —4QB? — )=
3( )= 3( 9 9 )= 9
Ainsi,
ME@@@QMZ:%(:)QM:;
et on retrouve le cercle de centre Q(% ,0) et de rayon %.
3.
1
M€5<:>z——louarg< +Z> = (ﬂ)@M:Aou(m,m)zom)
-z
< M € (AB) \ {B}.
et on retrouve la droite (Ox) privée du point (1,0).
4.
1 —
Meéa@z——louarg<l+z> :g(n)@M:Aou (W,AM) :g(n)
-z

< M est sur le cercle de diametre [AB] privé de B.

et on retrouve le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point (1,0).

Correction de ’exercice 16 A
Soit f la transformation considérée.

1. f estla translation de vecteur % (3,—1).

2. ®=20+3< 0= -3. f est 'homothétie de rapport 2 et de centre Q(—3,0).

3. 0=iw+1s o=3(1+i).Commei= ¢®/2, f est la rotation d’angle % Z et de centre Q(4,1).
4

.o=(1-)o+2+ie o=1-2i.Comme 1 —i=+/2¢"™* festlasimilitude de centre Q(1,—2), de
rapport v/2 et d’angle — 7.
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Correction de ’exercice 17 A

1. Soit z € C. Soient M, A et B les points d’affixes resectives z, 1 et —1.

zsolutionde (E) = (z—1)"=(z+1)"=|z=1)" =+ 1)"|= z—1]"=z+ "= |z— 1] = |z+1]
=AM =BM = M € med[AB] = M € (Oy) =z € iR.

2. Soitz € C.

(mz=1)" = (z+ )" =(=D"(+ D" = = 1)") = =(=1)"((z= )" = e+ 1)").

Par suite,

zsolutionde (E) < (z—1)"—(z+1)"=0< (—z—1)"—(—z+1)" =0 < —zsolution de (E).
3. Soitz € C.

zsolutionde (E) & (z—1)"=(z+1)" < Ik e [0,n—1] / z+1 = ¥* /" (z — 1)

eZikn’/n -1 ekm/n _ e—ikn’/n

s Jkel,n—1]/z= s Jkel,n—1]/z=

e2ikm/n 4 1 elkm/n  o—ikm/n
2isin &2 kx

s dkel,n—1]/z= o< Jke[l,n—1]/z=icotan—
2cos°F n

Correction de ’exercice 18 A

1. Soit z € C. shz et chz sont définis et donc, thz existe si et seulement si chz # 0. Or,

. T
chz=06 ¢ e =00 el =l &= 2 cint2nl e i3 +7L).
thz existe si et seulement si z ¢ l(% —HTZ).

2. Soitz ¢ i(5+7Z).

thz=0&shz=0o ¢ =¢ o eX=1&2;2in <z € inl.

Comme i (5 + nZ) NinZ = @, thz = 0 si et seulement si z € iTZ.
3. Soitz ¢ i (5 + 7Z). Posons z = x+ iy ob (x,y) € R%.

lthz] < 1| —e P <|ef+e P o (f—e ) (f—e 7)< (e +e ) (e +e7?)
e e P N Gt AN 2(€2iy + e_Ziy) >0
< cos(2y) >0

Par suite,

[Imz] < 3 bl <3 n
{]thz\<1 < cos(2y) >0 <:>|}’|<4<:>ZEA.
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4. Soit z € A. D’apres 1), thz existe et d’apres 3), [thz| < 1. Donc z € A = thz € U. Ainsi, th est une
application de A dans U. Soit alors Z € U et z € A.

2z
et —1 1+Z
thz=Z6 ——=Zo=—2.
e +1 1-Z
Puisque Z # —1, 12Z # 0 et on peut poser 7% = re'® ot r € R, et 6 €] —, 7).
Par suite,
1+Z7 ;
¥ = 17 s =re® o P =ret2yc 0+21Z
& 11 ty € o + 7
x==Inre =
2 YRS
Maintenant, on ne peut avoir 8 = 7. Dans le cas contraire, on aurait HZ =—reR puisZ="1 J_ri eR.

Par suite, puisque |Z| < 1, on aurait Z €] — 1, 1] et donc % € RY ce qu1 est une contradiction. Donc,
0 €] — m, m[ puis % €] — %, %[ Mais alors,

{ thz=27 o { X=
ZEA y=
Ainsi, tout élément Z de U a un et un seul antécédent z dans A (a savoir z = J ln’ 1z ! + Arg ( 142 ) ou
1+Z

(SIS S E

Arg ( 14z ) désigne I’argument de {5 qui est dans ] — &, 7[). Finalement, th réalise donc une bijection de

AsurU.
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