Comparaison des suites

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
1: Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 ***]

Déterminer un équivalent le plus simple possible de chacune des suites suivantes quand 7 tend vers +oo.

1) Arccos=1  2) Arccos i 3) ch(y/n) 4) (1+ 1" 5) \/%
6) (14 /)" 7) In(cos })(Insin 1) 8) (§)¥° — (Arctann)*> 9) /140 —1
Correction ¥ [005252]

Exercice 2 ***]
n
Montrer que ) ;_k! ~n!.
Correction V [005253]

Exercice 3 ***]

1. Soient u et v deux suites réelles strictement positives. Pour n € N, on pose U, = Y;_qux et V, = Y k.
Montrer que si u, ~ v, et si lim,_, 1. V,, = +oo, alors U,, ~ V,,.

2. Application. Trouver un équivalent de ) j_, ﬁ etYr_ In(k).

Correction V¥ [005254]

Exercice 4 ****

Soit (u,) une suite réelle de limite nulle. Montrer que si u,, + up, ~ % alors u,, ~ % A-t-on : si uy +Upyq ~ %
alors u,, ~ % ?

Correction V¥ [005255]

Exercice 5 ***]

Soit u la suite définie par up = 5 et, Vn € N, u, | = sin(u,).

1. Montrer que la suite u est strictement positive, décroissante de limite nulle.

3
2. On admet que si u est une suite de limite nulle, alors, quand n tend vers oo, sin(u,) = u, — ‘¢ +o(u;).

Déterminer un réel o tel que la suite v, = uy’, | —u; ait une limite réelle non nulle. En appliquant le

lemme de CESARO a la suite (v,), en déduire un équivalent simple de u,, quand n tend vers +oo.

Correction V [005256]

Retrouver cette fiche et d’autres exercices de maths sur exo7 .emath.fr
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Correction de ’exercice 1 A

1. Tout d’abord, pour n > 1, ”;nl existe et est élément de [—1, 1]. Donc, Arccos ”n;l

naturel non nul 7.

existe pour tout entier

Quand » tend vers 4o, "771 tend vers 1 et donc Arccos ”n;l tend vers 0. Mais alors,

-1 —1 2n—
T sin(Arccos n )2 = " f
n \/ﬁ

Arccos

Arccos% tend vers 1 et donc Arccos% ~ 1.
ch(y/n) = L(eV" +e V) ~ Levn,
nln(1+ l) ~ n.l =l et donc, (1+ l)n = ¢"n(141/7) tend vers e. Par suite, (1+ l)n ~e

A

Argchn existe pour n > 1 et comme, pour n > 1, n* +n>—1>n* >0, \/Ar%h"l existe pour n > 1.

Argchn=In(n++Vn?>—1) ~In(n+n) =In(2n) =Inn+1n2 ~ Inn.

__ Argchn Inn __ Inn
N A

6. —VAIn(yii+1) = —y/ln(y/) — Valn(1 + 1) = —/in(y/a) — V(L +o( 1)) = —/Aln(va) -
1+o0(1), et donc

Donc,

(14 /n) Vi = Vi) -1to(1) _ p=vim(yim-1 _ 11

e\/ﬁ\/ﬁ'
1n(COS£)(]nsin;) ~ (COS; — 1)1[1(%) ~ (—ﬁ)(—]nn) — %

8. (Arctann)3/> = (Z — Arctan ! 1y3/5 = (Z2)33(1— 2(1yo(d )3 = (2)35(1 - =2 +0(1)), et donc

\3/5 3/5 — (T\3/501 6 1 35 6
hd —(A —(Z 1+ — _—
(35 = (Arctann)’® = (2)3(1 =14+ 2 to() ~ (52
9. Tout &’ , (\})n 7 <1,etdonc 1+ (\f) >0, puis /1 + (\f) — 1 existe. Ensuite,
quand 7 tend vers oo,
-1 -1
LD e
vn 2y/n
Correction de I’exercice 2 A
Pourn>2,0na
n—2
k!
Zk'—H— +Z
Mais, pour 0 < k <n—2, & W = 1)?” ) < n(n T (le produit contenant au moins les deux premiers facteurs.
Par suite,
i kf < n—2
Enl = nn—1)

On en déduit que Zk (2) K o1 tend vers 0 quand n tend vers +c0. Comme L tend aussi vers 0 quand # tend vers oo,
on en déduit que -; Ly k! tend vers 1 et donc que



Y kl~nl.

k=0

Correction de I’exercice 3 A

1. Soite > 0.

Les suites u et v sont équivalentes et la suite v est strictement positive. Donc, il existe un rang ng tel que,
pour 1 > no, |ty — vu| < §v,. Soit n > ny.

U,—V,
ot e
V Z|uk—vk|+f Z vk)
k n0+1
1
V Z|Mk*Vk|+ Vi) Z|Mkka|+f

Maintenant, I’expression },° , [ux — vk| est constante quand n varie, et d’autre part, V,, tend vers oo
quand n tend vers +co. On en déduit que Vi Y% lux — vi| tend vers O quand n tend vers +-eo. Par suite, il

existe un rang n; > ng tel que, pour n > ny, Vi Yilolur —ve] < 5.
- Lk

Pour n > ny, on a alors

Up £ € _
7 1‘<2+2—e.

On a montré que

Ve>0,3dn €eN/VneN, (n>n =

Un
——1|<e.
7|

n

Ainsi, la suite % tend vers 1 quand n tend vers +oo et donc U, ~ V.

2 2 1
V) = e Y e

De plus,

iz(\/kju 1-vVk)=2vn+1-2V1.
k=1

Cette derniere expression tend vers +oo quand n tend vers —+oo.
En résumé, pour n > 1, f >0, 2(v/n+1—+/n) >0, de plus quand n tend vers oo

V) etenfin, Y7 2(v/k+ 1 —+/k) tend vers +oo quand 7 tend vers +oo. D’apreés 1),

L7

L~ 2T -

i (Vk+1=Vk)=2vVn+1-2V1~2yn.

%\

1
(n+1)In(n+1)—nlnn=(n+1—n)lnn+ (n+1)In(1+-) =Inn+1+o0(1) ~ Inn.
n

Comme Y}, ((k+1)In(k+1) —klnk) = (n+1)In(n+ 1) tend vers +co et que les suites considéres sont
positives, on en déduit que

In(n!) = i Ink ~ zn:((k—i- 1)In(k+1) —klnk) = (n+1)In(n+1) ~ nlnn.
=1 k=1



Correction de ’exercice 4 A
(="

Inn

Pour n > 1, posons u, = + . On a alors

2\ _ n | I (=1)n(in(n+1)—Inn)
n(un—i—unﬂ—ﬁ) n+1 (=1) (m_ln(n—i-l))_ Innin(n+1) o)
_ (=1)"nIn(1 +1/n) (=11 +o(1)) B
~ Innln(n+1) +oll) = Innin(n+1) +o(1) = o(1).

Donc, n(u, + 41 — 2) = o(1), ou encore u, + i,y = 2 —i—o(%), ou enfin, u, + u, 11 ~ % Pourtant, u, est
équivalent a ( ) etpas du tout & 1 (jnu,| = & — 4oo).
Supposons malntenant que u, + ug,, ~ 23n et montrons que u, ~ ...
On pose v, = u, — % Il s’agit maintenant de montrer que v, = 0(%) sous 1’hypothese v,, + vy, = o(%).
Soit € > 0. Il existe ng € N tel que, pour n > ng, n|v, +v2,| < §.

Soient n > ng et p € N.

L

P
Vil = [V +van = vap = Van + oo + (= 1)P (vary +vope1,) + (_l)pﬂvzﬁln‘ < Z [Vaty + Vot | + [Vapiiy|
k=0

E 1 2p+1
Z 2k + |V2p+ln‘ 4]’[ 1— i + |V217+1n‘

< ﬂ + [varey|
Maintenant, la suite u tend vers 0, et il en est de méme de la suite v. Par suite, pour chaque n > ny, il est possible
de choisir p tel que [vyps1,| < 5.

En résumé, si n est un entier donné supérieur ou égal a ng, n|v,| < £ + £ = £. On a montré que
0 n 2 2

Ve>0,3np e N/VneN, (n>ng=|nv,| <e.

Par suite, v, = o(1) et donc u, = 1 4+ 0(1), ou encore u, ~ 1.

Correction de ’exercice 5 A

1. Tl est immédiat que la suite u est définie et a valeurs dans [—1, 7].
Plus précisément, ug €]0, %], et si pour n > 0, u, €]0, %], alors u, 1 €]0,1] C]0,%]. On a montré par
récurrence que, Vn € N, u, €]0, T].
Montrons que pour tout réel x €]0, 7], on a sinx > x. Pour x € [0, 7], posons f(x) = x —sinx. f est
dérivable sur [0, 7] et pour x € [0, g] f’ (x) = 1 — cosx. Par suite, f est strictement positive sur |0, 7] et
donc strictement croissante sur [0, Z]. Mais alors, pour x €]0, 7], on a f(x) > f(0) =
Soit n € N. Puisque u, €]0,%], on a u,,| = sin(u,) < u,. La suite u est donc strictement décroissante.
Puisque la suite u est d’autre part minorée par 0, la suite u# converge vers un réel noté ¢. Puisque pour tout
neN,0<u, <%, ona0<¢< 7. Mais alors, par continuité de la fonction x — sinx sur [0, 7] et donc
en/,ona

2’

(= 111_‘9 Uyl = IIIE sin(u,) = s1n(ngrfmun) =sin({).

Or, si x €]0, 7], sinx < x et en particulier sinx # x. Donc, £ = 0.
La suite u est strictement positive, strictement décroissante, de limite nulle.



2. Soit o € R. Puisque u,, tend vers 0 quand n tend vers oo,

o : o i, 3o _ o i, 2o _ o oty 2 o
Upi1= (Sln(un)) = (Mﬂ_ €+0(Mn)) =uy, (1 - €+0(un)) =Uuy (1 - 6 + (Mn)) =uy
etdonc, uy, | —uy = —% +o(u2*%). En prenant o = —2, on obtient alors

1 1 1
VvV, = —_— = = +0(1)
Ty up 3

D’apres le lemme de CESARO, %ZZ;(% vi tend également vers % Mais,

1 1= 1, 1,1 1

S vi= ) ()= ().

=0 L LT
Ainsi, %(ul—% - ul—(z)) = 1+4o0(1) puis, ul—% =%+ ui% +o(n) = 5 +o(n). Donc, ui% ~ %, puis u}
puisque la suite u est strictement positive,

Uy ~

S| Ww

~ % et enfin,




