16 septembre 2001

16 septembre 2001

Compléments d’algebre linéaire

JPB
16 septembre 2001

Ce document suppose connu le cours de premiére année et fait
référence a certains exemples de "Méthodes et algorithmes de calcul en
algébre linéaire”
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1 Sommes de sous espaces

1.1 Somme ordinaire de sous espaces

Définition 1. Soient F1, F», ..., E, des sous espaces vectoriels, du K espace
vectoriel E. L’ensemble : .
i=1

n’est pas, en général, un sous espace de E. Cependant :
{(H+T+-+2, (#,8,...,5) € Bl x By x -+ X By}

Ce sous espace, appelé somme des E; est noté :

By + Byt + By =Y B
i=1

Remarque 1. On observera que Y i E; = Im# ou 6 est I'application
linéaire de Fy X Ey X --- x E,} dans E définie par

= = — = = —
(56171727...71'")HZ'1 +I2++In
Exercice 1. 1. Soient A, B, C trois sous espaces d'un K espace vectoriel

E. Est-il vrai que :
AN(B+C)=(ANnB)+(ANnC) ?
2. Montrer que si les trois hypotheses suivantes sont réalisées :
ANB=ANC,A+B=A+C,BcCC

alors B = C' et que ce résultat devient faux lorsqu’une des hypothéses
manque.

Remarque 2 (famille génératrice d’une somme et dimension). cf plus
loin la section consacrée aux sommes directes le théoreme 2.
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1.2 Somme directe d’un nombre fini de sous espaces
vectoriels

Définition 2. On dit que les sous espaces Ei, Es,...,E, de E sont en
somme directe si, pour tout vecteur @ appartenant & E; + Eo + - - - + Ej,
la décomposition de 7 sous la forme :

T=T 4T+ 4T, (T,7,. T) EELX By x - X By

est unique. Ceci équivaut a la propriété suivante :

- — —
V(Z1,%5,...,%,) € By X By X - X By,
— -
AT+t =0 en=0="=&=_0

On note cette propriété sous la forme :
n
E1+E2+"'+E":@Ei
i=1

On remarquera qu’elle signifie que I’application 6 définie dans la remarque 1
est un isomorphisme.

Exercice 2. E = C?([0,1],R). Prouver que :
F={ycE,veel01], y"(z) +zy(z) = 0}

G={yeE,vVzel0,1], y(z) —zy(z) = 0}

et H l'ensemble des fonctions polyndmiales sur [0, 1] sont trois sous espaces
de E en somme directe.

Exercice 3. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues sur un in-
tervalle I CJ0, +o0], & valeurs réelles. On considere les trois familles suivantes
d’éléments de E :

(fi,.., fn) avec fi : x> M@
(91:---:9n) avec g : w2 In’ ()
(hiy...,hy) avec h; @ x>z

ol (), (B:), (7:), (M) sont des suites strictement croissantes de n réels.
Montrer que les sous espaces F', G, H, engendrés par ces trois familles sont
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en somme directe dans les deux cas suivants :

I=)0,1] I=]1,+o00]
[Pour les 5/2] que dire si I est un intervalle quelconque ?

Proposition 1. Les deuzx sous espaces F' et G de l'espace vectoriel E sont
en somme directe si et seulement si FNG = {0 }. Ce Résultat est faux
pour plus de deux sous espaces

Exemple 1. Soient a, deux éléments distincts d’un corps K, posons s =
a+ (3, alors, siu € L(E) :

Ker(u? — su + pld) = Ker(u — ald) ® Ker(u — 8Id)

On en déduira I'étude de certaines équations différentielles et récurrences

linéaires .

Exercice 4. 1. Soient a, b deux entiers naturels non nuls et premiers entre
eux. Montrer que :

Vo € N, I(u,v) € N*, x =ua —vb
2. Soit r € N* et E, I’ensemble des suites réelles (u,) telles que :
uy =0 et Vn, up =u,

Prouver que E, est un sous espace de RN et que, si r1,79,...,7, sont
des naturels, tous non nuls et premiers entre eux deux a deux alors :

/4 p
> 6 -,
i=1 i=1

Exercice 5 (Utilise les polynémes). Soient A1, Ao, ..., A, des complexes
distincts et tous non nuls. On note, pour A € C — {0}, E) I’ensemble des
suites complexes (u,) telles qu'il existe P € C[X] qui vérifie :

Vn € N, u, = P(n)\"

Prouver que les E), sont en somme directe. On suppose l’avoir prouvé pour
r — 1 suites, puis en envisageant une relation du type :

> RmA =0
i=1

en notant u,, cette derniére suite, on considérera U,.1 — Apty,.
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Exercice 6. Prouver une propriété d’associativité de la somme ordinaire et
de la somme directe.

Théoréme 1. Soient (\;)i<i<p des scalaires distincts, u un endomorphisme
d’un espace E, non nécessairement de dimension finie, alors :

P P
> Ker(u — A\Id) = @ Ker(u — \1d)
i=1 i=1

Corollaire 1. Un systéme de vecteurs propres de u associés a des valeurs
propres distinctes est libre.

Exercice 7. Prouver que la famille (fy,..., f,) suivante est libre dans le
K-espace vectoriel E.

1. K=C, E =C(I,C) ou I est un intervalle de R. f; est la fonction

x> eN® oll Ay,..., )\, sont des complexes distincts.
2. K =R, E=C(I,R) ou I est un intervalle de R. f; est la fonction
x — cos(Ax) olt Ay, ..., A, sont des réels distincts.
3. Kest unsous corpsde C. P € K[X] dedegrép—1 > 1. fi = P(X +a;)
ol ay, ...,a, sont des éléments distincts de K.
Exercice 8. Soit £ un K-espace vectoriel, Ay, ..., A, des scalaires distincts

et u € L(F). Montrer que, si F est un sous espace de F, stable par u :

P P
F @D Ker(u— Ald) = @ F nKer(u — A\1d)
=1 i=1

1.2.1 base adaptée a une somme directe, dimension

Théoréme 2. Soient Ei, E,,...,E, des sous espaces vectoriels d'un K-
espace vectoriel E. On suppose que E; admet une base (67}7 (ﬂ, A m)
La famille

(€)= (@5)upen od A={(i,j), 1<i<petl<j<n}

P
est une famille génératrice de F =Y E;. En outre :
i=1

P
F= @ E; si et seulement si (e) est une base de F

i=1
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Corollaire 2. Si E, Es, ..., E, sont des sous espaces vectoriels de dimension
finie d’un K-espace vectoriel E :

i=1 i=1

En outre :
p P p p
Z FE; = @ FE; si et seulement si dimz E;, = Z dim E;
i=1 i=1 i=1 i=1

Proposition 2 (Relation de Grassmann). Soient F et G deuz sous es-
paces de dimension finie d’un K-espace vectoriel E. Alors il existe deux sous
espaces F' et G' de E tels que :

F=F&(FNG) e G=Ga&FNG

1l vient alors :
F+G=FaoG®((FnG)

On en déduit que F'+ G est de dimension finie et la relation de Grassmann :

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G)

Exercice 9. (ENS) Soient FEi, Es,..., E) des sous espaces d’un K-espace
vectoriel £ de dimension n. Prouver que :

k k
S dimE; > n(k—1) = (B #{0}

i=1 i=1

2 Sous espaces supplémentaires

Définition 3 (Sous espaces supplémentaires). Les deux sous espaces F
et G de 'espace vectoriel E sont dits supplémentaires si et seulement si

E=FadG
ce qui équivaut a :

E=F+G e FNG={0}
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Exemples 1. — Dans F(R,R), les sous espaces P et T constitués des
fonctions paires et impaires sont supplémentaires.
— Soit B € K[X], de degré n > 1. Les sous espaces :

B={BQ,QecK[X]} et K, [X]

sont deux sous espaces supplémentaires de K[X].
— Dans K(X), le sous espace K[X] et le sous espace F_ constitué des
fractions rationnelles de degré strictement négatif sont supplémentaires.

Exercice 10. Soit 0 = 29 < 71 < 23 < --- < z, = 1 une subdivision
de [0,1]. On F Pensemble des fonctions numériques continues sur [0, 1] dont
la restriction & [x;_1, ;] est affine pour ¢ = 1,2,...,n et G l'ensemble des

fonctions continues sur [0, 1] nulles en les z;. Prouver que F et F' sont deux
sous espaces supplémentaires de C°([0, 1], R).

3 Théoreme du rang

D’abord un résultat évident mais utile.

Proposition 3. Soit f une application linéaire de E dans F et E' un sous
espace de E.

Ker fir = E' NKer f Im fip = f(E')

Théoréme 3. Soit f une application linéaire de E dans F' et S un sous
espace de E. Alors S est un supplémentaire de Ker f si et seulement si fig
induit un isomorphisme de S sur Im f.

Corollaire 3 (Théoréme du rang). Avec les notations précédentes, si E
est de dimension finie, il en est de méme de Ker f et Im f et :

dim F = dimKer f + dimIm f on définit rg(f) = dimIm f

Exemple 2. Nouvelle preuve de la relation de Grassmann.

Proposition 4. Soient E et F' deur K-espaces vectoriels de dimension finie,
feL(EF), E' un sous espace de E :

rg(f) < min(dim E, dim F)
dim f(E") = dim E' — dim E' N Ker f
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Proposition 5. Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension

finie, f € L(E,F), g € L(F,G) :
1g(g o f) < min(rg(f),r8(9))
rg(g o f) = rg(f) — dim(Im f N Ker g)

Remarque 3. Les applications linéaires "diminuent la dimension". On

étudiera, sur les deux exemples ci-dessus, dans quels cas elles les conservent.

Corollaire 4 (Notations précédentes). Si dim F = dim F', les propriétés
suivantes sont équivalentes :

— f injective.

— [ surjective.

— [ bijective.
Application & linterpolation de Lagrange : Soit (ag,as,...,a,) une famille
d’éléments distincts de K. L’application w :

P~ (P(ao), P(a1),...,Plan))
est linéaire de K[X] — K"™. Son noyau est constitué des multiples du
polynéme ﬁ(X — a;). En outre u induit un isomorphisme de K,[X] sur
Kl =0
Exercice 11. Soit A I'endomorphisme de K[X] défini par :
AP =P(X +1) — P(X)

Etudier le noyau et 'image de la restriction de A & K,,[X]. Prouver que A
est surjective mais pas injective.

Application. On note encore A la dérivation de KN. Prouver que si une suite
u = (uy) vérifie APy = 0, il existe un polynéome P € K, 1[X] tel que, pour
tout n, u, = P(n).

Exercice 12. Soient F' C G deux sous espaces de E. On suppose que F
admet un supplémentaire de dimension finie dans E. Prouver qu'il en est de
méme de G.

Exercice 13 (Interpolation avec dérivées). Trouver les polynémes P €
R[X] vérifiant les conditions suivantes :

P0)=1, P(0)=1, P(1)=-1, P'(1)=0, P’(1)=2
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Exercice 14. On pose a = V2 et
E={a+ba+ca®/(abec)c Q)

Montrer que E est une Q-algebre et un corps.

4 Projecteurs, symétries

4.1 Projections et projecteurs

N

Définition 4 (Projection sur un sous espace parallelement & un
autre). Soient F' et G deux sous espaces supplémentaires de E. L’application

de E dans F qui associe A 7 € E unique vecteur 7 € F tel que 7—? e
est un endomorphisme de E dont le noyau est G et 'image est F'. On ’appelle
projection sur F' de direction G et on la note pg p.

Exercice 15. On considere les vecteurs de R* suivants :
u=(1,-1,0,2) v=(1,1,-1,1)

et F' = Vect(u,v). On note :

o 4 T—y+z—t=0
Montrer que F et G sont des sous espaces supplémentaires de R*. Déterminer
PrG et pG,F-
Proposition 6. Soient F et F' deux supplémentaires d’un sous espace G de

E. Notons q la restriction a F de pg et ¢' la restriction a F' de pg r, consi-
dérées comme applications a valeurs respectivement dans F' et F. Alors :

goq =Idp et ¢ oq=Idp

q est donc un isomorphisme de F sur F' d’inverse ¢'.

Définition 5 (Projecteurs). On appelle projecteur d'un espace vectoriel
E tout endomorphisme de E tel que p? = p (p?> = pop).

Proposition 7. u € L(E) est un projecteur si et seulement si :

V7 eTmu, w(Z) =7
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Autrement dit un projecteur induit l'identité sur son image. On retiendra que
pour un projecteur p :

Zelmpep(@)=7

Proposition 8. Si p est un projecteur de E, alors Ker p et Im p sont
supplémentaires, Im p=Ker (p — Id) et p n’est autre que la projection sur
Im p de direction Ker p. Un projecteur est donc caractérisé par la donnée de
son image et de son noyau. St E = F ® G, la projection sur F' de direction
G est donc l'unique projecteur de noyau G et d’image F.

Exercice 16. Soient p et ¢ deux projecteurs d'un K espace vectoriel £ qui
commutent. Montrer que

u=p+qg—pogq

est un projecteur, déterminer son image et son noyau ? Etudier des exemples
dans le cas ou ils ne commutent pas

Exercice 17. Montrer qu'un sous espace F' de E est stable par le projecteur
p si et seulement si :

F=(FnKer p)® (FNIm p)

Exercice 18. Soient F; et Ey deux sous espaces du K-espace vectoriel E.
On suppose disposer d’'un supplémentaire F; de E; N Ey dans E; et d'un
supplémentaire F; de Fy dans Ey+ Es. Prouver que F} et F, sont isomorphes.
Exercice 19. Soient F' et G deux sous espaces de E admettant chacun un
supplémentaire de dimension finie dans E. Montrer que F NG admet un sup-
plémentaire de dimension finie dans E (On pourra introduire un projecteur
convenable). En notant codim(H) la dimension d’un supplémentaire de H,
trouver une relation entre codim(FNG), codim(F'), codim(G) codim(F +G).

Exercice 20. Soit 7 le projecteur de K[X] sur K,,[X] de direction Vect(X"*1)
et T' endomorphisme de K[X| défini par :

P— PoQ

Ou @ est un polynéme de valuation 1. Prouver que m o 7" induit un au-
tomorphisme de K,[X]. En déduire que, si f est une application continue,
strictement monotone sur un intervalle I contenant 0 admettant un déve-
loppement limité & l'ordre n au voisinage de 0, il en est de méme de son
application réciproque.
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Exercice 21. soit S 'ensemble des suites réelles. On note :

1
n(n+1)...(n+ k)
On définit Ej, = Vect(uy, ..., ur), F, = Vect(vy,...,v;) et Gi, U'ensemble des
suites négligeables devant n — ,le Il s’agit clairement de sous espaces de S,
montrer que :

1
Up 2 M= — et wvp:n—

E,®GL=F,® Gy

Quelle application voyez vous ?

4.2 Symétries

cf cours

5 Deétermination et construction d’applications
linéaires

Rappel 1 (Détermination d’une application linéaire sur une base).
Soient E et F' deuzx K-espaces vectoriels, E de dimension finie, muni d’une
base (€) = (e1,...,e,). Si (z) = (T1,...,7) est un systéme de n vecteurs
de F il existe une unique application linéaire u € L(E, F) telle que, pour
tout j € {1,...,n}, u(e]) = f; En outre :

Imu = Vect(ar_1>7 R w_fl)

1l en résulte que :
- rg(u) — ().
— u est surjective si et seulement si F = Vect(z).
— u est injective si et seulement si (x) est une famille libre.

Rappel 2 (Matrice et applications linéaires). on reverra le cours de
premiére année et en particulier les points suivants :

— Matrice d’un vecteur dans une base.

— Matrice de présentation d’un systéme de vecteurs dans une base. Leurs
rangs sont égaut.

— Matrice d’une application linéaire dans deux bases : c’est la matrice de
présentation, dans la base d’arrivée, du systéeme des images des vecteurs
de la base de départ. Lien entre les rangs de la matrice et de 'unique
application linéaire qu’elle représente dans deux bases données.
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— Matrice de passage, son inverse. Formules de changement de bases pour
un vecteur et une application linéaire.

Rappel 3 (Interprétation matricielle des opérations élémentaires).
sur les lignes et les colonnes des matrices [ ¢f mon papier méthodes et algo-
rithmes].
Rappel 4 (Forme canonique des matrices de rang r). on se référera
au cours de premiére année pratique & l'aide des opérations élémentaires [ cf
mon papier méthodes et algorithmes et les séances de Maple].

n

Définition 6. Supposons que E = @ E; et notons p; le projecteur d’'image
i=1

E; et de noyau F; = E = @@ E;. 1l vient alors :

j#i
{ Vi,je{l,2,...,n}i#j=>pop; =0
ZL pi=1d
Le systéme (p1,pa, - - -, Pn) s'appelle systéme de projecteurs associés a la dé-

composition précédente de E en somme directe.

Exercice 22. Soit (p;)1<i<, une famille d’endomorphismes du K-espace vec-
toriel F satisfaisant aux propriétés suivantes :

Vi7j7 pbiop; = [slep"
n
Que dire des p; 7 Prouver que Imp = @ Im p;

i=1
Proposition 9 (Détermination d’une application linéaire sur des
n

sous espaces). Supposons que E = @ E; et soit, pour chaque i, u; une ap-

i=1
plication linéaire de E; dans F'. Il existe une et une seule application linéaire
u de E dans F telle que :

Vie{l,2,...,n}, ug =u

Cette application linéaire u est définie par :

u= Z U; O P;
i=1
ot (p1, .. .,pn) est le systéme de projecteurs associés a la décomposition E =
n

i=1
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5.1 Factorisation d’une application linéaire

Proposition 10. Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension fi-
nie. On se donne w € L(E,G) et u € L(E, F). Une condition nécessaire et
suffisante pour qu’eziste v € L(F,G) tel que w =vou est Keru C Kerw

Proposition 11. Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension fi-
nie. On se donne w € L(E,G) et v € L(F,G). Une condition nécessaire et
suffisante pour qu’eziste w € L(E, F) tel que w =vowu est Imw C Imw

Exercice 23. Soient u,v,w € L(E). A quelle condition existe-t-il a,b €
L(E) tel que :

w=aou+bov resp w=wuoa+wvob

Proposition 12 (Inverses latéraux). Tous les espaces sont de dimension
finde. Soit v € L(E,F). Une condition nécessaire et suffisante d’ezistence
dev € L(F,E) telle que v ou = Idg est linjectivité de u. Une condition
nécessaire et suffisante d’existence de v € L(F, E) telle que uov = Idp est
la surjectivité de v. De plus, si dim(E) = dim(F), les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i u est inversible a droite.

ii u est surjectif.

iii u est inversible a gauche.
iv u est injectif.

v u est inversible.

vi u est bijectif.

Dans ces condition l'inverse a droite resp a gauche de u est unique et coincide
avec u~'. En Particulier la relation wov = Idp équivaut d vou = Idg.

5.2 Décomposition en blocs
5.2.1 Interprétation des blocs matriciels

Proposition 13. E et F sont deux espaces de dimension finie sur K, dé-
composés respectivement sous la forme :

P n
E:@Ek F:@Fl
k=1 I=1
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Notons (p1,Da, - - -, Pn) le systéme de projecteurs associé a cette décomposition
en somme directe.
On se donne des bases de E et F' adaptées a ces décompositions :

P
(e) = (ej)jes avec J= U Ji et (e)jes, est une base de Ey,
k=1

()= (fi)ier avec I= UII et (fi)ier, est une base de F,

=1
Soit u € L(E,F), posons :

A = (aij) i erxs = Mat(u, (e), (f))
Alors, pour 1 <k <petl<I<n, la sous matrice :
A = (ai,j)(i,j)ehx]k
est la matrice de ’application linéaire
o, € L(Ey, )

relativement au couple de bases (e;)jes,, (fi)ier,- On convient alors de repré-
senter la matrice A sous forme du tableau des matrices Ay, ce qui s’écrit :

A= (Al,k)1§15n,1§k§p

ou, plus concrétement :

All A12 Alp
e Ax A?2 A‘Zp
Anl AnZ s Anp

Ces écritures s’appellent décomposition de A en blocs.

Démonstration. Soit j € Ji, on calcule I'image de (e;) par p; o ug, .

proug,(e5) = pi(ule;)) = pi <Z aijfi)

i€l
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- Zaupl fz ZZGUPI fz

el U'=1iel]
or, pour i € Iy, f; € Fy et donc, sil # U, p/(f;) = 0. La somme se réduit
donc a :
Do aupf) =Y ayf;
i€l) i€l]

Pour (4,5) € I; X Ji, I'élément d’indice (7, ) de la matrice de p; o u|g, dans
les bases (€;)je, €t (fi)ier, est donc bien a;;, ce qu’on voulait.

Remarque 4. Les lecteurs définiront et dessineront les matrices diago-
nales par blocs, triangulaires par blocs etc.

5.2.2 Produit par blocs

Proposition 14. Soient E, F, G trois espaces de dimension finie sur K,
décomposés respectivement sous la forme :

m

E:éEj F=@PF G:éGi
j=1 k=1 i=1

On se donne des bases (e) = ((e1),..., (), (f) = ((f1),.--,(fm)), (9) =
((91)- -, (gn)), respectivement de E, F, G, adaptées auz décompositions de
ces espaces en les sommes directes ci-dessus, autrement dit, (e;) est une base
de Ej;, (fi) est une base de Fy, et (g;) est une base de G;. On considére :

uwe L(E,F) avec A= Mat(u, (e), (f))

v € L(F,G) avec B = Mat(v, (f),(g))

On peut décomposer ces matrices en blocs sous la forme :

By | Bia| ... | Bim A | A | ... | Ay
B B.Zl B.ZQ B?m A A.21 A.ZQ A.zp

But [ Baz| -~ | Bom Aot [ A |- | Ay
Soit alors

C =Mat(vou,(e),(g)) = BA
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C se décompose en blocs sous la forme :

Cll Clg - Clp
O = CV'ZI q22 s Cin
Cnl CnZ s Cnp

avec, pour 1 <1 <nel<j<p:

m

= Z Bir, Ay;
k=1
Démonstration. Soit (pi,...,p,) le systéme de projecteurs associés a la dé-
composition :
G=G18Gd--dG,
et (m1,...,mTm) le systéme de projecteurs associés & la décomposition :

F=FRoeho¢  -&F,
On a vu plus haut :

Cij = Mat(pi o (v o u) g, (e;), (i)

Soit « € E;. La décomposition de u(z) suivant les espaces Fj, s’écrit :

donc : m
vou(z) = Z v (my, (u(2)))
(me (u(@))) € Fi done o (my (u(a))) = v, (me (u(a)))
d’ou :

m
pio(wou)g, =Y (piovr,)o (mour,)
k=1
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Le résultat voulu s’obtient en remarquant que :
Ay = Mat(m o U|E;, (ej)7 (fx)

et
Bi, = Mat(p; o vig,, (fr), (9:))
et donc :
BixAyj = Mat ((pz o U‘Fk) o (ﬂ'k o u‘Ej) ,(e5), (fz))
0

Remarque 5. Les formules donnant le produit par blocs sont analogues
aux formules donnant le produit habituel de deux matrices mais at-
tention les matrices ne commutent pas et donc ’ordre dans
lequel on écrit le produit B;,Aj; est essentiel. De méme, il im-
porte que tous les produits matriciels soient définis c’est-a-dire que les
tailles des matrices soient compatibles entre elles.

Exercice 24. Etudier, par deux méthodes, le produit de deux matrices car-
rées diagonales resp triangulaires inférieures resp triangulaires supérieures
par blocs.

Exemple 3 (Manipulations élémentaires sur les blocs). Soient A et
B appartenant & M,,(R). Chercher & quelle condition sur :

{\eR, A—AB € GL,(R)}

la matrice M € M,,,(R) définie par :

A B ... B
B A ... B
M=\ 0
B B ... A

est inversible et on donner la forme de son inverse.
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6 Calcul de dimensions, construction de bases,
utilisation de la dualité

6.1 Utilisation d’un isomorphisme avec un "espace de
parametres"

Exemple 4. Calculer la dimension de ’espace vectoriel des suites satisfaisant
a la récurrence suivante :

Unys — 3MUpyo + (% — Du, =0

Exercice 25. Exhiber une base du sous espace de R* constitué des vecteurs
q = (z,y, 2, t) satisfaisant a :

me+y—(m+1)z+mt=0
—z—my—t=0

Exercice 26. Soit 0 =ty < t; < -+ < t, = 1 une subdivision de [0, 1].
Pour k € N, k > 1, E}, est 'ensemble des fonctions de classe C*~! sur [0, 1]
dont la restriction & chaque intervalle [t;_1,¢;] est polyndmiale de degré au
plus k. Prouver que Ej est de dimension finie. Calculer dim Ej pour k = 1 et
k = 2 puis pour k > 3. Montrer que la famille (f;)o<i<n, Ol f; est la fonction
t +— |t — t;], est une base de Ej; en déduire une base de Es.

Exercice 27. Prouver que l'ensemble des matrices carrées de taille n dont
la somme des éléments de chaque ligne et de chaque colonne est nulle est un
sous espace de M,,(K). calculer sa dimension.

6.2 Utilisation de formes linéaires

Définition 7 (Formes linéaires). On appelle forme linéaire sur un K

espace vectoriel E, toute application linéaire de £ dans K. L’espace vectoriel

L(E,K) de ces formes linéaires est noté E* et appelé espace dual de E.

Exemples 2. — Les formes linéaires de K™ sont les applications de K"
dans K de la forme :

(X1, T2,y ...y Tp) > @11 + 2Ty + -+ - + ATy

— L’application de KN dans K qui associe & la suite (u,), ’élément wuq
est une forme linéaire.
— L’application f — fff(t) dt est une forme linéaire sur C°([a, b], R).
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6.2.1 Hyperplans

Définition 8. L’image d’une forme linéaire non nulle sur un K-espace vec-
toriel £ est K. Si H est un sous espace de E, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

— H est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

— 11 existe une droite D de F telle que :

E=HoD

Un tel sous espace de E s’appelle un hyperplan de E.
Exercice 28. Montrer que :

{(x,y,2) €R®, —z +2y+52 =0}

est un hyperplan. En donner un supplémentaire.

Exercice 29. Montrer que :

{y € C°(R,R), /01 y(t)dt = R

est un hyperplan de C°(R,R). En préciser un supplémentaire.

Proposition 15. Soit H = Ker ¢ un hyperplan de E ot ¢ une forme linéaire
non nulle sur E. Alors l'ensemble des formes linéaires qui s’annulent sur H
est la droite vectorielle de E* engendrée par ¢. En particulier :

Vo, € E* | Kerg =Keryp & INec K - {0}, v =\
Une forme linéaire non nulle qui s’annule sur H s’appelle une équation de
H.
6.2.2 dimension du dual, duale d’une base

Théoréme 4. Soit E un K-Espace vectoriel, de dimension n > 1, muni
d’une base () = (&1,...,e,). On note m; la forme coordonnée dindice i €
{1,...,n} par rapport a (e) définie par :

n
—

E ZTje; > T

J=1
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La famille (my,...,m,) est une base de E* appelée base duale de la base
(e). Plus précisément, si ¢ € E* :

n
¢:Zaj7rj avee, pour 1 < j <n a; = ¢(e]))

j=1
La matrice A = (ay,...,a,) est la matrice de ¢ dans le couple de bases
(e), (1) et sa transposée est la matrice de présentation du vecteur ¢ € E*
dans la base (my, ..., 7).

$i @ € E se décompose dans la base (e) sous la forme :

T = ije_j> alors ¢(T) = Za]- x;
j=1 j=1

Remargue 6. Si l'on note U =' (ay,...,a,) la matrice de présentation
du vecteur ¢ dans la base (my,...,m,) de E* et X = (z1,...,7,) la
matrice de présentation du vecteur Z dans la base (e) de E, alors :

d(T)=UX

Exercice 30. Soient @ < b < ¢ des réels, prouver l'existence d'un unique
triplet (A, u,v) € R? tel que pour toute fonction f polynomiale, de degré
< 2 sur [a,c], on ait :

/ " F(t)dt = M) + puf() + vf (o)

Interprétation ?

Exemple 5 (Base de L(E) associée 4 une base de E). Avec les hy-
potheses et les notations ci-dessus, la famille (U;;) d’endomorphismes de E

définie par :
Uy(T) = m(T) &
est une base de L£(E). Plus précisément :

Mat (Ui, (e)) = Ey
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6.2.3 Réalisation d’un sous espace comme intersection d’hyper-
plans

Proposition 16 (Calcul de la dimension par contraintes linéaires).
Soit (¢1, o, ..., dn) un systéme de forme linéaires sur E de dimension finie
ou non et u € L(E,R™) défini par :

T (¢1($), ¢2(I)7 L] qsn(x))

alors : rg(dy, da, ..., 0n) =180

Exercice 31 (Voir aussi I’exercice 27). Trouver la dimension et une base
du sous espace de M3(R) constitué des matrices dont la somme des éléments
de chaque ligne est égale & la somme des éléments de chaque colonne.

Proposition 17. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et F un sous
espace de E de dimension p avec 0 < p < n — 1. Il existe alors r = n —p
formes linéaires indépendantes (¢1, da, . .., d,) telles que :

T
F = (") Ker¢;
i=1
De plus, H = Ker ¢ est un hyperplan qui contient F' si et seulement si :

¢ € Vect(¢r, ¢, ..., 1)

Exemple 6. Trouver la dimension et une base de l'intersection de deux sous
espaces.

Exercice 32. Soient (H;)i<i<p, p hyperplans d’'un K-espace vectoriel E de
dimension finie. Montrer 'existence d’un hyperplan H tel que

dimHNH; <dmH pour 1<i<p

En déduire que E ne peut étre réunion d’'un nombre fini de sous espaces
distincts de E (procéder par récurrence).
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