Chapitre 22

Produit scalaire

22.1 Définitions et regles de calcul

(DEFINITION 22.1 produit scalaire N
Soit E un R-ev. On appelle produit scalaire sur E, une application

[ ExE — R
¢ { (y) — (v]y)

vérifiant :
1. ¢ est une forme bilinéaire : ¥(x,y,2) € E3¥(A\,u) € R?

d(Ax + py,z) = Ap(x,2) + pd(y,2)
(A y + pz) = Ap(x,y) + ué(y,z)

2. ¢ est symétrique :
V(zy) € E?, () = o(y,x)

3. ¢ est définie :
Ve e B, (¢p(z,x)=0)< (z=0)

4. ¢ est positive :
\_ Ve € E, ¢(x,x) >0 )
On dit alors que E muni d’un produit scalaire est un espace préhilbertien réel. Si E est de dimension finie, on
dit que F est un espace euclidien.

On note (z | y) = ¢(z,y) le produit scalaire. En géométrie, on utilise également la notation
On définit la norme associée a un produit scalaire: Si x € E,

— —
. y.

2] = /(x| z)

— Produit scalaire usuel sur R": Si X = (z1,...,2,),Y = (y1,...,yn) € R™,

n
(X|Y)=z1y1 +...ZpYn = inyl
i=1

— Sur l’espace des fonctions continues sur [a,b], E = C([a,b],R), f,g € E

b
(fg) = / F()g(t)dt

b
17 = / F2(t)dt



— Sur espace des fonctions f : R +— R continues et 2r-périodiques, E = C2,(R), f,g € E

2m

(f19)= | f(t)g(t)dt

2
1 = / F2(t)dt

(THEOREME 22.1 : Reégles de calcul )
Pour deux vecteurs (z,y) € E?, et un réel A € R,

= 1Az = [Alll]l;

— e +yll?> = llzl> +2 (= | y) + llyl?;

— e —yll> = llzlI* = 2 (= | y) + llyl*;

llz +ylI? + |z — yl|? = 2(||=||* + ||y]|?) (égalité du parallélogramme);

1
- (z]y) = i (llz +y||? — [|# — y||?) (identité de polarisation).

Pour des vecteurs z1,...,2n,y1, . ..,Yn € E et des scalaires A\1,... A, 11, ... un € R,
n n n n
ZAixi | Z,ijj = Zz)\iﬂj (@i | y5)
i=1 j=1 i=1 j=1

n
HZ Ai%;
i=1

2 n
=3 Mlzal?+2 D A (@il w)
=1

1<i<j<n )

-

(TutorEME 22.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient z,y deux vecteurs,

I | )] < 1]l

Avec égalité ssi les deux vecteurs sont proportionnels: IA € R tq y = Az (ou z = \y).

(THEOREME 22.3 : Inégalité de Minkowski
Soient x,y deux vecteurs.

[zl = llgh| < llz + gl < el +

avec égalité dans la majoration de droite si et seulement si les deux vecteurs se trouvent sur une
\méme demi-droite issue de lorigine: 3\ > 0 tq y = Az

J

22.2 Orthogonalité

On considere un espace préhilbertien réel (F, (. | .)).

DEFINITION 22.2 : Vecteurs orthogonaux
Deux vecteurs x et y sont dits orthogonauz lorsque (z | y) = 0.

[ TuEOREME 22.4 : Identité de Pythagore
Soient deux vecteurs de E. Alors

(z|y) =0 llz+y)?* = lz|* + |yl

(THEOREME 22.5 : Des vecteurs orthogonaux 2 a 2 forment un systéme libre
Soit S = (x1,...,2,) un systéme de vecteurs non-nuls deux & deux orthogonaux :

V(i.j) € [L,n]?, i#j= (2| z;) =0

Alors le systeme S est libre.

[DiéFNiTION 22.3 - Sous-espaces orthogonaux
Soient F' et G deux sev de E. On dit qu’ils sont orthogonaux ssi

Vee FVy e G, (z]y)=0




[ DéFiNTTION 22.4 orthogonal d’une partie
Soit A C E une partie de £. On définit 'orthogonal de A par:

At ={z e EtqVac A, (x]|a)=0}

(THEOREME 22.6 : Propriétés de ’orthogonal
Soient A,B C E deux parties de E.

a) At est un sev de E.

b) Ac B= Bt c At

c) At = [Vect(A)]*+

) Ac [A+)+

22.3 Espaces euclidiens

DEFINITION 22.5 : Espaces euclidiens
Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d’un produit scalaire

On consideére désormais des espaces de dimension finie.

[DérFINITION 22.6 : bases orthogonales, orthonormales
Soit e = (e1,...,en) une base de E. On dit que e est une base

1. orthogonale si et seulement si V(i,j) € [1,n]?, i # j = (ei | ¢;) = 0;
2. orthonormale si et seulement si V(i,j) € [1,n]?, (e; | e;) = di;.

Remarque 230. La base canonique de R™ est orthonormale pour le produit scalaire usuel.

(THEOREME 22.7 :  Calculs dans une bon )
Soit e = (eq, . ..,e,) une bon de E.
1. Les coordonnées d’un vecteur dans une bon sont des produits scalaires:
n
® = Z (z]e;)es
i=1
2. Siz=x61+ -+ xpe, et y =yi1e1 + -+ ynen, alors
n
(|y)= inyi =T1Y1 + -+ Tnln
i=1
3. Siz=z161 + -+ xpey,
n
lzll> =) af =} +---+a
o =t )
(TuioREME 22.8 : Théoreme de Schmidt ® )
Soit (E,n) euclidien et e = (ey,...,e,) une base quelconque de E. Alors il existe une base ortho-

normale € = (€1, .. .,6,) de E vérifiant:
1. Vi € [1,n], €; € Vect(eq, ... ,e);
2. Vi e [[].JL]L (ei | 61‘) > 0.

%Erhard Schmidt, (13/01/1876-06/12/1959), Allemand. Un des fondateurs de I’analyse fonctionnelle

J

Remarque 231. L’algorithme de construction de la bon est aussi important que ’énoncé du théoreme.
Remarque 232. La matrice de passage de e vers € est triangulaire supérieure.

N [rercice 22-1 I

Soit I'espace £ = R3 muni du produit scalaire usuel. Soient les vecteurs e; = (2,0,0), e2 = (1,1,1) et e3 = (0,1,2).
Construire une bon a partir de e = (e1,e2,e3).

N Frercice 22-2 M
Soit 'espace E' = R;[X] muni du produit scalaire

1
(P|Q) = / P(H)Q(t)dt



Fic. 22.1 — Algorithme de Schmidt : redressement de e3

a) Montrer que (. | .) définit un produit scalaire sur F
b) Trouver une bon € de E

¢) Trouver les coordonnées du vecteur P = X + 1 dans €.

COROLLAIRE 22.9 : Existence d’une bon
Tout espace euclidien F # {0g} possede une bon.

(THEOREME 22.10 : Propriétés de ’orthogonal en dimension finie
Soit F' un sev de E de dimension p. Alors

1. dmFtr=n—p
9. E=F@Ft
3. (FHYy'=F

§ J

[ THEOREME 22.11 : Théoréme de Riesz
Soit f € E* une forme linéaire. Alors il existe un unique vecteur zy € E tel que

Ve e E, f(z)=(zf]|x)

Remarque 233. Dans R™ euclidien usuel, si I’on considere un hyperplan (H) d’équation :
a1xy + -+ apr, =0

C’est Phyperplan orthogonal au vecteur n = (aq,...,a,): H = {n}+.

22.4 Matrice de produit scalaire

(- 4 . . . A
DEFINITION 22.7 :  Matrice d’un produit scalaire

Soit (. |.) un produit scalaire, et e = (eq,...,e,) une base de E. On appelle matrice du produit
scalaire dans la base e, la matrice

leal* .. (ex]en)
Mate((- | ) = (((ei | &) 1<isni<jcn =

(enler) oo lenl?
(& J

N Frercice 22-3 M
Dans lespace E = Ry[X], muni du produit scalaire (P | Q) = fol P(t)Q(t)dt, déterminer la matrice du produit
scalaire dans la base canonique.

Remarque 234. La matrice d’un produit scalaire dans une base quelconque est toujours symétrique. Si e est une
base orthogonale, la matrice est diagonale. Si e est une base orthonormale, alors la matrice est I,,.

THEOREME 22.12 : Expression matricielle du produit scalaire
Soit e une base de E, et 2,y € E. Notons A = Mat.((. |.)) et X = Mat.(x),Y = Mate(y). Alors

(x| y) = 'XAY




(THEOREME 22.13 : Propriétés d’une matrice de produit scalaire
Soit A la matrice d’un produit scalaire dans une base quelconque. Elle vérifie:

1. A est une matrice symétrique: ‘A = A;

2. A est une matrice positive : VX € 9,1 (R), *XAX > 0;

3. A est une matrice définie: VX € M1 (R), "XAX =0 <= X =0;
4. A est une matrice inversible: A € GL,(R).

J

Remarque 235. La matrice d’'un produit scalaire dans une base quelconque est toujours inversible. En effet, si
AX =0, alors & fortiori “XAX = 0, c’est a dire ||z||> = 0, et donc X = 0.

(LEMME 22.14 : Un lemme utile de calcul matriciel
Soient A,B € M, (R) deux matrices vérifiant

VXY € M (R), 'XAY ='XBY

(Alors A = B.

(THEOREME 22.15 : Formule de changement de base
Soient e et f deux bases de E. Notons P = P._. ¢ la matrice de passage. Alors

Mats((.].)) = "PMat.((.|.)P

Si A = Mat.((])), B =Mate((|)), P = Per, alors | B ="PAP|.

(. J

Remarque 236. Ne pas confondre avec le changement de bases pour les matrices d’endomorphismes: Mat.(u) =
PMat¢(u)P~1.

N Frercice 22-/ M
Soit A € M, (R) une matrice symétrique définie positive:

VX €M (R), "XAX >0et'XAX =0=X=0

Montrer qu’il existe une matrice triangulaire P inversible & éléments diagonaux strictement positifs telle que
A="PP.

22.5 Endomorphismes orthogonaux, matrices orthogonales

On considere un espace euclidien (F, (. | .)) de dimension n.

(DiéFNITION 22.8 : Endomorphismes orthogonaux
Soit u € L(E). On dit que u est un endomorphisme orthogonal (ou isométrie) si

Ve e B, |u(2)| = |z

On note O(F) 'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.

THEOREME 22.16 : Un endomorphisme orthogonal conserve les produits scalaires
Siu e O(E), alors
V(zy) € B2, (u(@)|u(y) = (z|y)

Remarque 237. C’est une application typique de I'identité de polarisation.

THEOREME 22.17 : Groupe orthogonal
(O(FE),0) est un sous-groupe du groupe linéaire (GL(E),0). On Pappelle le groupe orthogonal de
E.

(DiéFNITION 22.9 : Matrices orthogonales
On dit qu’une matrice A € M, (R) est orthogonale si et seulement si:

tAA =1,

On note O, (R) I'ensemble des matrices orthogonales.




Remarque 238. Une matrice orthogonale est inversible et
ATl =14

Ce qui montre qu’elle vérifie également
A'A=1,

(THEOREME 22.18 : Caractérisation pratique des matrices orthogonales )

Soit A = ((ai;)) € M,(R). Alors A est une matrice orthogonale si et seulement si ses vecteurs
colonnes (C4, . ..,C,) forment une base orthonormale pour le produit scalaire usuel de R™, c’est a
dire:

V(p.g) € [Ln]?, p#q= ) aipai, =0
=1

Vieln], > af=1
N\ =1 J
B Fzercice 22-5
Montrer que

est orthogonale et calculer A~!.

THEOREME 22.19 : La matrice d’une isométrie dans une bon est orthogonale
On consideére une base orthonormale € d’un espace euclidien F, et un endomorphisme v € L(E).
Notons A = Mat.(u). Alors

(u est une isométrie vectorielle ) — (A est une matrice orthogonale )
(@) (i)

Remarque 239. Le résultat précédent est faux si la base € n’est pas orthonormale. Si e est une base quel-
conque, en notant T = Mat.((])) la matrice du produit scalaire dans cette base, et A = Mat,.(u) la matrice de
I’endomorphisme v dans cette base, u est un endomorphisme orthogonal si et seulement si:

PATA=T

Lorsque la base est orthonormale, T' = I,, et la relation devient LAA=1,.

THEOREME 22.20 : Caractérisation des matrices de passage entre bon
Soit e une base orthonormale de E et f une base. Soit P = P._,; la matrice de passage entre ces
deux bases. Alors

(f est une base orthonormale) <= (P est une matrice orthogonale )
(2) (i7)

. Fzercice 22-6
Soit A = ((a;5)) € On(R) une matrice orthogonale. Montrer que

n n
ZZMM <nyn
i=1 j=1

22.6 Projecteurs et symétries orthogonaux

DEFINITION 22.10 : Projecteur orthogonal
Soit p € L(FE) un projecteur (p op = p). On dit que p est un projecteur orthogonal ssi Kerp et
Im p sont deux sous-espaces orthogonaux de E :

Vo € Kerp, Vy € Imp, (z]y)=0




[ THEOREME 22.21 : Caractérisation des projecteurs orthogonaux
Soit p un projecteur. Alors p est un projecteur orthogonal si et seulement si p est un endomorphisme
symétrique, c’est a dire:

V(zy) € B2, (p(@)]y) = (x| p(y))

[ THEOREME 22.22 : Matrice d’un endomorphisme symétrique dans une bon
Soit un endomorphisme u d’un espace euclidien. Alors, si P = Mat.(u) est la matrice de u dans
une bon &,

(u est symétrique ) <= (*P = P)

Remarque 240. Soit E un espace euclidien et e une bon de E. Soit p € L(E) et P = mat.(p). Alors p est un
projecteur orthogonal si et seulement si:

1. P2=P
2. tp=P.

THEOREME 22.23 : Caractérisation de p(x): conditions d’orthogonalité
Soit p un projecteur orthogonal sur F' = Imp. Soit z € E. Alors p(x) est l'unique vecteur de F

vérifiant |z — p(z) € F* ||

T

F

F1G. 22.2 — Projecteur orthogonal

(TuEOREME 22.24 : Calcul du projeté orthogonal A

Soit F' un sous-espace vectoriel de E, et © € E. Si (e1,...,6p) est une base orthonormale de F,
alors le projeté orthogonal p(z) du vecteur x sur le sous-espace F' vaut:

p(x) = (¢]e) &
i=1

Remarque 241. On peut également utiliser une base de F' qui n’est pas orthonormale:

1. On détermine une base quelconque de F', (fi,...,fp);

2. On décompose p(x) sur cette base: p(x) = A fi+ -+ Xpfp;

3. On écrit les p conditions d’orthogonalité: Vi € [1,p], (x — p(z) | f;) =0;

4. On résout alors le systeme de p équations > X; (f; | fi) = (x| fi), i € [Lp]);

5. Sila base (f1,...,fp) est orthonormale, alors la matrice du systéme est I, et le systéme est déja résolu.
Remarque 242. Pour déterminer le projeté orthogonal sur un hyperplan H, il y a une méthode plus simple:

1. Déterminer un vecteur n orthogonal a I’hyperplan :

1
E = H @ Vect(n)

2. Décomposer x = g + A.n. Alors p(z) = g ;

(x| n)

3. 1l suffit de connaitre le scalaire A. Pour cela, écrire que (x — A.n | n) = 0 ce qui donne A = e ;
n

4. On obtient finalement

(x| n)

p(z) =2 — n
]2




(THEOREME 22.25 : Le projeté p(z) réalise la meilleure approximation de z par des)
vecteurs de F
Pour z € FE, et F un sev de E, on définit

d(@.F) = inf la ~ f|

Alors:

1. d(z,F) est bien défini;

2. d(z,F) = ||l — p(z)|| ot p(x) est la projection orthogonale de z sur F';
3. SifeF, |x—f|>|zx—px)| avec égalité si et seulement si f = p(x).

-

T

F f px)—f

FiG. 22.3 — Meilleure approzimation

Remarque 243. C’est une conséquence du théoréeme de Pythagore (voir le triangle rectangle de la figure 22.3):
VfeF z— fl? =z —p@)|* + p(x) - fII?

N [rercice 22-7 I

Dans l'espace E = R?® muni du produit scalaire usuel, on considere le vecteur n = (1,1,1) et le sous-espace
F = {n}L. Ecrire la matrice du projecteur orthogonal sur F' dans la base canonique. Si z = (3,2,1), déterminer
d(z,F).

N [rcrcice 22-8 I
Soit E = C([—n,n],R). Trouver (a,b,c) € R? tels que la quantité

1 us
—/ (e" — (a+bsint+ccost))2dt

L

soit minimale.

DEFINITION 22.11 : Symétrie orthogonale

Soit s € L(E) une symétrie vectorielle (s o s = id). On dit que s est une symétrie orthogonale ssi
les deux sev Ker(s —id) et Ker(s +id) sont orthogonaux On dit de plus que s est une réflexion si
lensemble des vecteurs invariants, Ker(s — id) est un hyperplan.

THEOREME 22.26 : Caractérisation des symétries orthogonales
Une symétrie s est orthogonale si et seulement si s est un endomorphisme symétrique, c’est a dire:

V(zy) € B2 (s(z) |y) = (z] 5(y))

Remarque 244. Si € est une bon et S = Mat.(s) on s € L(E), alors s est une symétrie orthogonale si et
seulement si:

1. 82 =1,;

2.t =5.
N [rercice 22-9 I
Soit u € R™ euclidien usuel et s la réflexion par rapport & {u}*. Déterminer la matrice de s dans la base
canonique.




Ker(s +id)

N
.
Ker(s —id)%,

s(x)

Fia. 22.4 — Symétrie vectorielle orthogonale

22.7 Espaces euclidiens orientés. Produit mixte

On considere un espace euclidien E muni d’un produit scalaire noté (. | .) et ||.|| la norme euclidienne associée.

DEFINITION 22.12 : Orientation

Soient e et f deux bases de E et la matrice de passage P = P, entre ces deux bases. On dit que
les deux bases e et f définissent la méme orientation si et seulement si det(P) > 0.

Orienter ’espace consiste a choisir une base e. Les bases de méme orientation que e sont dites
directes et les autres indirectes.

Remarque 245. Si e = (e1,e2,e3) est la base canonique de R3, et si Pon choisit orientation définie par cette
base, alors la base f = (e2,es,e1) est directe alors que la base g = (e1,es,e2) est indirecte.

N

(PROPOSITION 22.27 : Matrice de passage entre deux bon de méme orientation

Soient e = (e1,...,en) et f = (f1,...,fn) deux bases orthonormales d'un espace euclidien E.
Notons P = P,y la matrice de passage entre les bases e et f. Alors:

1. det(P) = £1;
| 2. Si les deux bases orthonormales ont méme orientation, alors det(P) = +1. ]

(DEFINITION 22.13 : Produit mixte
Soit E un espace euclidien orienté de dimension n et € une bon directe. Soient (1, . ..,x,) n vecteurs
de E. On appelle produit mixte de ces n vecteurs, le scalaire

Det(z1,...,x,) = dete(z1, ... ,xn)

\Il est indépendant de la bon directe choisie. )

Remarque 246. Dans R?, le produit mixte de deux vecteurs Det(x,y) représente 'aire algébrique du paral-
lélogramme défini par ces deux vecteurs.

Dans R3, le produit mixte de trois vecteurs Det(x,y,z) représente le volume algébrique du parallélépipede qui
s’appuie sur ces trois vecteurs.

(THEOREME 22.28 : Inégalité de Gram

Det(z1, ... zn)| < ||zl - - |2l

Avec égalité ssi les vecteurs x1, . ..,x, sont deux a deux orthogonaux.

@ Jorgen Pedersen Gram, (27/06/1850-29/04/1916), Danois. Célebre pour I'inégalité de Gram-Schmidt (méme si
Cauchy Davait déja utilisée en 1836)
L

J

22.8 Produit vectoriel

On considére dans cette section, un espace euclidien orienté de dimension 3: (E,3,(. | .)).



ly — 2|l
0
z x T
(a) Aire du parallélogramme: ||z|| X ||y||sinf = (b) Produit mixte de trois vecteurs dans E3
!Det(m,y)|

Fia. 22.5 — Interprétation du produit mizte

(DEFINITION 22.14 :  Produit vectoriel
Soient (x,y) € E? . L’application

é: E — R
"1 z2 — Det(z,y,z)

est une forme linéaire. D’apres le théoreme de Riesz, il existe un unique vecteur noté = Ay tel que

Vz € E, Det(z,y,2)=(xAy]2)

\On appelle x A y le produit vectoriel de x avec y.

Y,
VAN
Yy
T
Fi1a. 22.6 — Produit vectoriel de deux vecteurs dans E3
(THEOREME 22.29 : Propriétés du produit vectoriel R

1. L’application
E2 — E
. { (xy) = @Ay
est linéaire par rapport a chaque variable.
2. Si x et y sont colinéaires, leur produit vectoriel est nul.
3. yhz =—x Ny.
4. Si (z,y) est un systeme libre, alors
(a) zAy #0
(b) Vect(z,y)+ = Vect(x A y).
S (¢) (z,y,z Ay) est une base directe de E.




(THEOREME 22.30 : Coordonnées du produit vectoriel de deux vecteurs )
Soit £ une bon directe de E. Soient deux vecteurs (z,y) € E, de matrices X,Y dans la base ¢:

T Y1
X =Mat.(z) = [ 22 | ,Y =Mat.(y) = | v2
X3 Y3

Notons T' la matrice du vecteur « A y dans la base e: T'= Mat.(x A y). Alors:

1 Y1 T2Y3 — T3Y2
T= |z | Aly]| = —(z193 — z311)
L xs3 Y3 T1Y2 — T2Y1

[ THEOREME 22.31 : Identité de Lagrange et formule du double produit vectoriel
Si (z,y,2) € E3,
2
L l=l?[lyll* = lz Ayll* + (= | y)” (Lagrange);
2. zAN(yNz)= (x| 2).y—(z|y).z (double produit vectoriel).

B Frercice 22-10 I

Le produit vectoriel définit une lci dans E. Cette loi est-elle commutative? Associative? Posseéde-t-elle un
élément neutre?

N Fiercice 22-11 I
Dans R? euclidien orienté, on se donne deux vecteurs a,b € R3 avec a # 0. Résoudre I’équation

aANx=0»

d’inconnue z € R3.

N [xcrcice 22-12 I
Dans R? euclidien orienté, € une bon directe et a € R3, on considere 'application

f:{E—> E

r = alcx

a) Montrer que f est linéaire et écrire la matrice de f dans e.

b) Montrer que f est un endomorphisme antisymétrique:

Ve € R, (f(2)|y) =~ (x| f(v))

22.9 Etude du groupe orthogonal

(DEFINITION 22.15 SO, (R) )

Soit une matrice orthogonale A € O, (R). Alors det(A) = 1. On définit les sous-ensembles de
0, (R) suivants:

SOL(R) = {A € 0,(R) [det A=+1} O;(R)={A€O,(R)|detA=—1}

Les matrices de SO, (R) sont appelées spéciales orthogonales. L’ensemble SO, (R) est un sous-
(groupe du groupe orthogonal (O, (R),x).

J

N

(ProPOSITION 22.32 : Critére pour reconnaitre les matrices de SO, (R)
Soit une matrice orthogonale A € O, (R). Soit un coefficient a;; # 0 de la matrice A et A;; le
cofacteur associé.

1. SiAe SOn(R), alors A5 = Aij 2

2. 81 A€ O;(R), alors A5 = _Aij-

J

Remarque 247. En pratique, pour vérifier qu'une matrice A € O, (R) est spéciale orthogonale, on calcule le
déterminant A1; = my; et on compare son signe avec celui du coefficient a1;.



DEFINITION 22.16 : Isométries directes et indirectes

Soit une isométrie u € O(E) d’un espace euclidien orienté E. Alors det(u) = £1. On dit que u est
une isométrie directe de E lorsque det(u) = +1, et une isométrie indirecte lorsque det(u) = —1.
On note SO(E) l'ensemble des isométries directes, et O~ (E) 'ensemble des isométries indirectes
de E. L’ensemble SO(E) est un sous-groupe du groupe orthogonal (O(E),o0).

Remarque 248. Si € est une base orthonormale de E, et si U est la matrice de 'isométrie u dans la base ¢, alors

(u isométrie directe ) <= (U € SO, (R))
(@) (@)

22.9.1 Etude du groupe orthogonal en dimension 2.

(TuEOREME 22.33 : Etude de SO, (R) )

1. Les matrices de SO2(R) sont de la forme

__ [cosf —sind
9= \sinf cosb

), (0 eR)

2. Rg X Rgr = Ry+o
3. Ry' =Ry
4. L’application
(b{ (Rv+) = (SOZ(R)7X)
’ 0 — Re

Y est un morphisme de groupes de noyau 27Z. )

J

(TukoriEME 22.34 : Rotations vectorielles
Soit E un espace euclidien de dimension 2 orienté et u € SO(E) une isométrie directe. Alors il
existe un unique 6 € [0,27] tel que pour toute bon directe € de E,

sinf  cos@

Mat.(u) = <cos # —sin 0)

\On dit que u est la rotation vectorielle d’angle 6 et on note u = ry. )

(THEOREME 22.35 : Angle de deux vecteurs R
Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2 et (U,V) € E? deux vecteurs non-nuls. On définit

U = —U v = —V
o v

Alors il existe une unique rotation r € SO5(R) telle que v = r(u). Si 6 est I'angle de la rotation
6 € [0,27[, on note

V) =9
Pangle orienté des vecteurs (U,V). On a alors
1. Det(U,V) = ||[U|||IV]| sin &
2. U|V)=|UlllIlV] cosb

o J
Remarque 249. On utilise ces formules pour déterminer I’angle entre deux vecteurs. Par exemple dans R?
euclidien orienté usuel, quel est l’angle entre les vecteurs U = (1,1) et V = (0,1)7

(TuforEME 22.36 : Etude de O (R)

(1) _01) € O5 (R). L’application

~N

Considérons la matrice P = <

[ SO3(R) — O35 ([R)
= { A — AP

est une bijection. Toute matrice de O; (R) est de la forme

__(cosf sinf
" \sinf —cosf




THEOREME 22.37 : Isométries indirectes
Une isométrie indirecte d’un espace euclidien orienté de dimension 2 est une symétrie orthogonale
par rapport & une droite (réflexion).

THEOREME 22.38 : Décomposition des rotations
Toute rotation d’un espace euclidien orienté de dimension 2 s’écrit comme composée de deux
réflexions.

Remarque 250. Les réflexions engendrent le groupe orthogonal O(FE5). Toute isométrie de Fy s’écrit comme un
produit de 1 ou 2 réflexions.

22.9.2 Etude du groupe orthogonal en dimension 3

On considere un espace euclidien orienté F3 de dimension 3.

(THEOREME 22.39 : Isométries directes en dimension 3: rotations vectorielles R

Soit une isométrie directe u € SO(E3). On note E(1) = Ker(u — id) le sous espace vectoriel formé
des vecteurs invariants par u. On montre que:
1. Siu #idg, E(1) est une droite vectorielle D = Vect(e3) ol £3 est un vecteur de norme 1;
2. Pour toute base orthonormée directe € = (€1,e2,3) (le troisieme vecteur €3 dirigeant l’axe et
fixé), la matrice de u dans la base e s’écrit :

cosff —sinf O
Mat.(u) = | sinf cosf O

0 0 1
L On dit que u est la rotation d’axe Vect(es) et d’angle 6. )
Remarque 251. L’angle de la rotation dépend du choix du vecteur d. Si I'on choisit d’ = —d pour diriger 'axe,

I’angle € est transformé en son opposé.
Remarque 252. Ne pas confondre angle 6 de la rotation avec 1’angle entre les vecteurs z et r(z)!

PROPOSITION 22.40 : Détermination de ’angle d’une rotation
Soit F3 euclidien orienté, r une rotation et d un vecteur unitaire qui dirige I’axe de cette rotation.
Ce vecteur d défnit une orientation du plan Vect d* et donc I’angle § de 7. Soit & € Vect(d)*.

r(e) = cosf.c +sinf.dAe

Remarque 253. Cette proposition donne un moyen pratique de déterminer les éléments caractéristiques d’une
rotation:

1. Déterminer I’axe D de la rotation: c’est I’ensemble des vecteurs invariants.

Chercher un vecteur d € D unitaire. Il définit une orientation sur le plan P = Vect(d)*.
Déterminer un vecteur €1 € P, vérifiant (d | e1) = 0.

Poser e2 = d A 1. Alors (e1,e2,d) est une bon directe de ’espace.

AN I

Calculer r(g1) et le décomposer sur 71 et €9 :
r(e1) = cosfey + sin feq

On en tire cosf et sin@ et donc 'angle de la rotation.

d

€2
/ 0 :,

€1 u(er)
= cos feq + sin feq

Fia. 22.7 — Détermination de l’angle 6 d’une rotation



Remarque 254. On peut également utiliser les remarques suivantes pour étudier une rotation u donnée par sa
matrice A dans une base quelconque:

1. On vérifie que A € SO3(R) en montrant que la matrice A est orthogonale et en montrant que det(A) = +1
(il suffit de comparer a11 et Aqq).

2. On sait que dans toute base orthogonale directe de la forme ¢ = (e1,e2,d),
cosf —sinf 0
Mat.(u) =U = | sinf cosf 0
0 0 1

Alors les matrices A et U sont semblables et par conséquent, Tr(A) = Tr(U) d’ou l'on tire

|2cos€—|—1 :Tr(A)|

3. On détermine I'axe de la rotation en cherchant les vecteurs invariants : Vect(d) ol d est un vecteur unitaire.
Cela revient a résoudre un systéeme homogene 3 x 3.

4. On détermine un vecteur €7 unitaire orthogonal a d et on calcule
Det (61 ,u(al),d)

Comme ce produit mixte est indépendant de la bon directe choisie pour le calculer, en introduisant (sans
le calculer) g4 tel que € = (£1,£2,d) soit une bon directe,

1 cosf O
Det (e1,u(e1),d) = |0 sinf 0| =sind
0 0 1

5. On obtient donc:

Tr(4) —1

5 , |sinf = Det(sl,u(gl),d)

cosf =

et I'on en tire 'angle 6 de la rotation.

N [rercice 22-15 I
Dans 'espace R3 orienté euclidien usuel, on consideére 'endomorphisme de matrice

L [14V2 VT VE-1
_ v 2 S
V2I\Z_1 VE 1443

dans la base canonique. Reconnaitre cet endomorphisme et préciser ses éléments caractéristiques.

A

(TufoRrEME 22.41 : Classification des isométries en dimension 3 h
Soit un endomorphisme orthogonal u € O(E). On note E(1) = Ker(u — id) le sous-espace formé
des vecteurs invariants. Selon la dimension de E(1), on a la classification suivante :
[ dimE(1) [ det(u) | ue | Nature de u |

3 1 SO(E) id

2 —1 O~ (E) Réflexion sy

1 1 SO(E) | Rotation autour d’un axe r (dont les demi-tours)

0 -1 O~ (E) Composée d’une rotation et d’une réflexion
Dans le dernier cas, u = r o sy, ou le plan H invariant par la réflexion est orthogonal a ’axe de la
\rotation r. )

Remarque 255. Si A € O3 (R), alors det(—A) = —det(A4) = 1. Donc la matrice —A est spéciale orthogonale.
On se ramene a ’étude précédente. On peut également résumer la classification des isométries de Fs de la fagon
suivante :
— Isométries directes: ce sont des rotations d’axe une droite vectorielle. (Les symétries orthogonales par
rapport & une droite sont des rotations d’angle 7, et on convient que idg est une rotation d’angle 0) ;
— Isométries indirectes: elles sont de la forme —rp g ou rp g est une rotation par rapport a une droite
vectorielle D (avec 'identité). On a alors u = —rp g = rp g4 © SpL.



: \‘ //
N
| A\
| \¥
|
|
|
u(r) = —rg(r) = sg o ro1~(x)

F1G. 22.8 — Isométrie indirecte avec E(1) = {0g}

Remarque 256. On montre qu’une rotation vectorielle 7p ¢ s’écrit comme produit de deux réflexions sy et sg
avec H N H' = D. Alors toute isométrie de E3 se décompose comme un produit de réflexions. Par conséquent,
les réflexions engendrent le groupe orthogonal O (Fs).

B Frercice 22-1/ I

1 2 2
Soit A==[2 1 —2]. Reconnaitre ’endomorphisme de matrice A dans la base canonique de R3.
2 -2 1
N Fiercice 22-15 I
2 1 2
Soit A=-[ 2 —2 —1|. Reconnaitre ’endomorphisme de matrice A dans la base canonique de R3.
-1 -2 2

N [xercice 22-16 I .
Dans R3 euclidien usuel, on considere la rotation d’axe dirigé par le vecteur n = (1,1,1) d’angle 5 Ecrire la

matrice de cette rotation dans la base canonique.

(DEFINITION 22.17 : Angle de deux vecteurs dans Ej3 h
Si a,b € E5 sont deux vecteurs non-nuls, d’apres l'identité de Lagrange,
2 2
(alb) la A O
(a]b)*+llanbd|® = |lal[p]* = < + =1
l[all]lb l[all]lb
Donc 310 € [0,7[ tel que
b AD
cosf = (a] ), sinf = la A Bl
l|allllb] l|allllbl]
\On dit que @ est I'angle entre les vecteurs a et b. )




