Chapitre 15

Intégration

15.1 Construction de I’intégrale

15.1.1 Intégrale d’une fonction en escalier

DEFINITION 15.1 : Subdivision

On appelle subdivision o du segment [a,b] tout sous-ensemble fini de [a,b] contenant les éléments
a et b. On ordonnera ces éléments et ’on écrira g = a < 1 < ... < x, = b les éléments de cette
subdivision.

Remarque 163. Si o1 et o2 sont deux subdivisions du segment [a,b], on peut introduire la subdivision o = o1 Uos
qui est plus fine que o7 et que os.

N

DEFINITION 15.2 : Fonction en escalier

Une fonction ¢ € F(I,R) est en escalier s’il existe une subdivision o de [a,b]: a < x1... <z, =
telle que ¢ soit constante sur chaque intervalle |a;,2;41[ pour 0 < i <mn — 1.

La subdivision o est dite subordonnée a la fonction ¢. On notera &£([a,b]) 'ensemble des fonctions
en escalier.

J

Remarque 164. Si o est une subdivision associée a la fonction en escalier ¢, alors toute subdivision plus fine
que o est également subordonéee a .
Remarque 165. Une fonction constante est une fonction en escalier.

PropoSITION 15.1 : Algebre des fonctions en escalier
L’ensemble &([a,b]) est une sous-algebre de I'algebre (F([a,b]), 4+, %, -) des fonctions définies sur
le segment [a,b].

a b
g X1 X2 T3 T4
Fi1G. 15.1 — Fonction en escalier

(DEFINITION 15.3 : Intégrale de Riemann d’une fonction en escalier
On appelle intégrale de Riemann de la fonction en escalier ¢ € £([a,b],R), le réel:

n—1
/[ 6 Y wilwi — )

=0

pour une subdivision subordonnée a la fonction ¢. Cette quantité est indépendante de la subdivision
G subordonnée a .

J




(THEOREME 15.2 : Propriétés

1. p— ¢ est une forme linéaire sur £([a,b],R);
[a,0]

2. Si ¢ est une fonction en escalier positive sur [a,b], alors f[a K2 >0;

3. On a la relation de Chasles: si a < ¢ < b alors p= / w+ / ®.
[a,c] [e,b]

G [a,b]

Remarque 166. En utilisant la linéarité et la positivité, on montre la croissance de l'intégrale: si ¢ et ¢ sont
deux fonctions en escalier sur le segment [a,b] telles que ¢ < 1), alors f[a‘b] < f[a‘b] .

15.1.2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

(M1 . . N
DEFINITION 15.4 : Fonction continue par morceaux

Soit une fonction f : [a,b] — R. On dit qu’elle est continue par morceaux s’il existe une subdivision
ogra=x9 <z < xy, =0 du segment [a,b] telle que:
1. La restriction f; de la fonction f & chaque intervalle Jz;,z,11], (0 <7 <n — 1) est continue;
2. Pour i € [0,n — 1], la fonction f; posséde une limite finie A; lorsque z — ", et une limite

L finie p; lorsque z — x4 )

Remarque 167. On montre que ensemble C,,([a,b]) des fonctions continues par morceaux est une sous-algebre
de Dalgebre (C°([a,b]), +, x, -) des fonctions continues sur le segment [a,b).

LEMME 15.3 : Une fonction continue par morceaux est égale a une fonction continue
plus une fonction en escalier

Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a,b]. Alors il existe une fonction en
escalier ¢ définie sur le segment [a,b] telle que la fonction g = f + ¢ soit continue sur le segment
[@,b].

o
°
y = f(x)
y=g(z)
a = xp Tk b=u=z,

FiG. 15.2 — Fonction continue par morceauz et la fonction continue associée

( o o s : . 5 M
THEOREME 15.4 : Approximation d’une fonction continue par morceaux par une fonc-

tion en escalier
Soit une fonction f : [a,b] — R continue par morceaux sur le segment [a,b]. Soit un réel e > 0. Il
existe une fonction en escalier ¢ : [a,b] — R telle que

If = ¢llo = sup |f(z) —p(z)] < e

z€[a,b




AN

«

Fic. 15.3 — Approzimation d’une fonction continue par morceaux par une fonction en escalier

(" B B )
COROLLAIRE 15.5 : Encadrement d’une fonction continue par morceaux par deux fonc-

tions en escalier
Soit une fonction f continue par morceaux sur [a,b]. Alors, pour tout € > 0, il existe deux fonctions

en escalier ¢ et ¢ sur [a,b] telles que:

Vz € [a,b],

(& J

{\m € [ab], p(@) < f(z) < P()
0

(DEFINITION 15.5 : Intégrale supérieure, intégrale inférieure
Soit une fonction bornée f € B([a,b],R). On note

I"(f)= sup / ¢ et IT(f)= inf / 0
pe&([a,b]) J[a,b] YEE([a,b]) Jia,b]
p<f v>f

On dit que la fonction bornée f est intégrable sur le segment [a,b] si et seulement si I~ (f) = I (f)
et on appelle intégrale de f sur le segment [a,b] cette valeur commune :

f=17()=1"(f)

_ [a.t] Y

Remarque 168. 11 existe des fonctions bornées non-intégrables. Par exemple la fonction caractéristique des
rationnels sur [0, 1] définie par

0,1 — R
X . . 1 size@
0 sizégQ

En effet, on montre que I~ (x) < 0et IT(x) > 1.

[ THEOREME 15.6 Intégrale d’une fonction continue par morceaux
Soit une fonction f € F(I,R) continue par morceaux sur le segment [a,b]. La fonction f est
intégrable sur [a,b].

(THEOREME 15.7 Approximation de l’intégrale d’une fonction continue )

Soit une fonction f continue par morceaux sur [a,b]. Alors il existe une suite (,,) de fonctions en
escalier telle que

ze n—-+oo

t = |7 = @fles = supb]lf(x) - ()| ——0

Pour toute suite (¢,,) de fonctions en escalier vérifiant cette condition, on a:

[ o [ 5
L [ab] "7 Jay) )

On peut alors étendre les propriétés de I'intégrale aux fonctions continues par morceaux :



(THEOREME 15.8 Propriétés fondamentales de ’intégrale

1. Linéarité: 'application
I,{ Cr(lab) — R
| f = f[a,b] f

est une forme linéaire;
2. Positivité: si f € C,,([a,b]) est une fonction positive: Vz € [a,b], f(z) > 0, alors f[a ) f>0;

3. Relation de Chasles: si a < ¢ < b, et si la fonction f est continue par morceaux sur le
segment [a,b], alors sa restriction aux segments [a, ¢| et [¢,b] est continue par morceaux et

flfa, ¢ +/ Jlie,y) = f
[e,b] [a,b]

15.1.3 Notations définitives et majorations fondamentales d’intégrales.

N [a.c] J

(DiFINITION 15.6 : Notations
Soit une fonction f continue sur [a,b]. On note selon la position de a par rapport a b:

“a<b, [f@)dt= [, f;

“b<a, [ ) dt=— [, [
~b=a, [ f(t)dt=0.

J

Remarque 169. Pour montrer qu’une intégrale ff f(t) dt est bien définie, il suffit de montrer que la fonction f est
dz

V1 —ksinx

. sint . . sint . .,
L’intégrale fol —— dt existe car la fonction t +— — est continue sur |0,1] et se prolonge par continuité sur le

continue (par morceaux) sur le segment [a,b]. Par exemple, I'intégrale fol existe lorsque 0 < k£ < 1.

segment [0,1].

~

(PROPOSITION 15.9 : Chasles
Le théoreme de Chasles est encore valable avec les nouvelles notations. Si une fonction f est
continue par morceaux sur U'intervalle I et si 'on considere trois réels (a,b,c) € I3, alors

Lvmwzl%@w+lvmw

(. J
Dans la suite, on supposera que a < b, mais il faudra faire attention aux majorations lorsque b < a. Le théoreme
suivant résume les majorations fondamentales d’intégrales (& bien connaitre):

(THEOREME 15.10 : Majoration d’intégrales N
Soient deux fonctions f et g continues par morceaux sur le segment [a,b] avec a < b. Alors:

1. Vz € [a,b], f(z) < g(z) = f: f(z) dz < f;g(x) dz;

2. Vx € [ab], m < f(z) < M = m(b—a) Sf:f(x)da:SM(b—a);
3. |12 f(@) do| < [} 1f(@)| da;
4

. Si la fonction f est continue par morceaux sur le segment [a,b], alors elle est bornée et

[ 1@ @] < [ 1@l ar < 6-a) suw |5

z€la,b]

5. Si deux fonctions f et g sont continues par morceaux sur le segment [a,b] alors on a I'inégalité
de la moyenne :

|| fe@ da| < swp |f@)] | lg(a)| dz
\_ [a,b] z€J[a,b] [a,b] Y,

Remarque 170. Retenons que pour majorer une intégrale sur [a,b], il suffit de majorer la fonction en tout point
du segment [a,b].

N [rercice 15-1 I

Etudier les limites des suites définies par les intégrales suivantes:

1 n
h:/ T de
o 1+=x




1
In = / ™ arctan(l — nx) dx
0

EE Frercice 15-2 M
Déterminer )
T Int
lim / _at dt
z—too [ 14 t4

1
lim z2V/1 + o222 dz

a—0 0

EE Frercice 15-3 M
Soit une fonction f : [0,1] — R continue. Etudier la limite de la suite de terme général:

1
I, :/O f(%) dz

N Frercice 15-/ M
Déterminer un équivalent lorsque x — 0 de la fonction définie par:

(TuEOREME 15.11 : Si P’intégrale d’une fonction continue positive est nulle, la fonction |
est nulle
Soit une fonction f vérifiant:

(i) f est continue sur le segment [a,b];
G Ve € ladl, £(z) 2 0;
G [} f(z)dz =0.

(Alors Va € [a,b], f(z)=0.

J

Remarque 171. Le théoreme précédent est faux si on suppose uniquement que la fonction f est continue par
morceaux sur le segment [a,b] (faire un dessin d’une fonction nulle partout sauf en un point).

N Frercice 15-5 I
Soit une fonction continue f : [a,b] — R telle que

/abf(ar) d| :/ablf(x)l dz

Montrer que f garde un signe constant.

(THEOREME 15.12 : Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient deux fonctions continues f et g sur le segment [a,b]. Alors

/abf(x)g(ac) dx‘ < \//ab £2(x) d:v\//abgg(x) dx

avec cas d’égalité ssi IX € R tel que g = Af.

(THEOREME 15.13 : Inégalité de Minkowski

Soient deux fonctions continues f et g sur le segment [a,b]. En notant || f||2 = \/f: f2(z) dz, on a

I’inégalité suivante :

LIF +gll2 < 1 £ll2+ llgl»




N Frercice 15-60 I
Soit une suite de fonctions (f,) toutes continues sur le segment [a,b]. On suppose que

b
[ fi@ de ——0

n—-+o0o

Montrer qu’alors
b

fo(r) de ——— 0

—
a n—-+oo

15.2 Le théoreme fondamental du calcul

B Frercice 15-7 I
Soit une fonction f € C([a,b]). Montrer que la fonction définie par

F(z) = /w F(t) dt

est lipschitzienne sur le segment [a,b].

(THEOREME 15.14 : Le théoréme fondamental du calcul
@ Soit un intervalle I.
(u2) Soit une fonction f continue sur I.
Soit un point a € I. Alors la fonction
re I — R
’ r faz f (t) dt
est de classe C! sur I et Vz € I, F'(z) = f(x).

Fic. 15.4 — Théoréme fondamental : Flo+ hi)z — F(z) ~ f(z)

Rappelons les notions sur les primitives vues en calcul différentiel.

DEFINITION 15.7 : Primitives
Soit un intervalle I et une fonction f : I — R. On dit qu'une fonction F' : I — R est une primitive
de f sur I si

1. la fonction F' est dérivable sur l'intervalle [ ;

2. Ve el, F'(z) = f(x).

| PROPOSITION 15.15 : Deux primitives de f sur I sont égales a une constante pres.

Remarque 172. Le théoreme précédent est une conséquence du théoréme des accroissements finis.



(o . e - . . B
THEOREME 15.16 : Existence de primitives d’une fonction continue

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I. La fonction f admet des primitives sur
Iintervalle I. En particulier, si ’on considere un point a € I, la fonction

I — R
F:{x [T () dt

\est I'unique primitive de la fonction f qui s’annule en a.

~

(COROLLAIRE 15.17 : Calcul d’intégrales
Soit f : I — R une fonction continue sur le segment [a,b], et G : [a,b] — R une primitive de f sur
le segment [a,b]. Alors, on sait calculer intégrale de f:

b
/f@MM=G@—GWPﬂﬂ@H

(COROLLAIRE 15.18 : Théoreme fondamental deuxieme forme )

Soit une fonction f de classe C! sur le segment [a,b]. Alors la formule suivante relie f et sa dérivée
par une intégrale. Pour tout z € [a,b]:

ﬂmzﬂ@+/UWMt

. J

Remarque 173. On se sert de la formule précédente pour montrer des relations entre une fonction et ses dérivées.
Par exemple, en utilisant des techniques de majorations d’intégrales, on retrouve I'inégalité des accroissements
finis (avec des hypotheses légerement plus fortes sur f: f € C'R).

(THEOREME 15.19 : Dérivée d’une fonction définie par une intégrale h
@ Soit une fonction f continue sur un intervalle I,
@ Soient u,v : J +— I deux fonctions dérivables sur I’intervalle J.
Alors la fonction
o J — R
Nz ~ L8 rwa
est dérivable sur 'intervalle J et
Vo€ J, [G'(2) = v/ (@) flo(@)] — o (@) flu(a)]
& J

N Fiercice 15-8 I
Montrer I'inégalité de Poincaré: il existe une constante C' > 0 ne dépendant que des bornes a et b telle que

b b
Vf € C([a,b)) telle que f(a) =0, / 2 dt < 0/ F2(t) dt

EE Frercice 15-9 I
Soit la fonction
1, +o00[ — R

g: 22 dt
T = fx t2_1

a) Montrer que g est définie, dérivable sur |1, + oo[ et calculer la fonction dérivée g’. Dresser le tableau de
variations de g.

b) Calculer pour = € R, U'intégrale g(x) et déterminer les limites de la fonction g en 1 et en +oc.




15.3 Changement de variables, intégration par parties.

~

(THEOREME 15.20 : Changement de variables
Soit une fonction f : I — R continue sur l'intervalle I. Soit ¢ : [o,3] — I une fonction de classe C*
sur le segment [«,5]. Alors

®(B) B8
/ f(@) do = / Fle®1e' () dt
o(a) a

| J

En pratique, pour calculer f: f(z) d, on pose

On vérifie (rapidement) que la fonction ¢ est de classe C* de [, 3] vers [a,b], avec a = p(a), b = ¢(3) et on écrit

b B8
/ f(2) dz = / Fe®)e' (1) dt

Ne pas oublier de transformer les bornes!

B Frercice 15-10 I

Caleuler [*, VT — 22 da, fol V1422 de.

On effectue également un changement de variable de la forme suivante. On veut calculer I = f; f(z) dz. On

pose
t=1(x)
dt = ' (z)dx

Dans ce cas, il faut vérifier que la fonction v : [a,b] — R est de classe C! sur [a,b] et que Vz € [a,b], ¥'(z) # 0.
Alors, (puisque v’ est continue), on a ¢’ > 0 ou ¢’ < 0 sur [a,b], et donc la fonction 1) est strictement croissante
ou strictement décroissante sur [a,b].

Si par exemple ¢’ > 0, en notant a = ¢(a) et 5 = 1(b), la fonction ¢ : [a,b] — [«a,5] réalise une bijection de
classe C! et on note ¢ : [a,3] — [a,b] sa bijection réciproque: ¢ = 1.

On écrit
t=1(x)
dt
— ol — A
dt =¢'(z) de = dz = () = ¢'(t)dt
1
Cela se justifie, car si z € [a,b], en notant ¢t = ¥ (z), on a z = ¢(t) et alors ¢’ (t) = e (dérivée d’une bijection

réciproque).

| Exerciceﬂ 15-11 I
Calculer T = [? cos® z dz.

| E’Jje’r‘cicgr 15-12 —
Montrer que fof cos?x do = f(f sin?  dz. Calculer ensuite ces intégrales.

N [rercice 15-13 I
Soit f : [—a,a] — R une fonction continue.

1. Si la fonction f est paire, montrer que [“ f(z) dz =2 [ f(z) dz
2. Si f est impaire, montrer que [*, f(z) dz = 0.

EE Frercice 15-1/ M
Calculer pour a < b, I'intégrale ff(f —a)3(b—t)? dt.

dx
Remarque 174. Pour calculer une intégrale du type f; f(a™)—, effectuer le changement de variables y = x™.
x



B Fzercice 15-15 I

Calculer fl Tﬂ) dx (n > ].)
x

THEOREME 15.21 : Intégration par parties
Soient deux fonctions u,v : [a,b] — R de classe C' sur le segment [a,b]. Alors

EE Frercice 15-16 M
Calculer F(z) = [ arctanz da et I, o = f;(a: —a)P(b—x)? dx.

N [rercice 15-17 I
Soit I, =n f " f(z) dz ol f est une fonction de classe C! sur [0,1]. Trouver lim,,_, 4 o I

EE Fzercice 15-18 I
Soit une fonction f de classe C' sur le segment [a,b].
Montrez que

b
/ sin(nt) f(t) dt ——— 0

n—-+oo

15.4 Formules de Taylor.

On consideére ici une fonction f de classe C™ (n > 2) sur [a,b]. Partons du théoréme fondamental

+/; 1) dt

et intégrons par parties en posant:

Par intégrations par parties successives, on obtient le:

THEOREME 15.22 : Formule de Taylor avec reste intégral
Soit une fonction f de classe C"*! sur un intervalle I, et deux points a,z € I. Alors

(z—a)?
2!

f”(a) TR S (JJ — &) f(n)( ) /I (JJ ;!t)nf(n—&-l)(t> dt

En faisant le changement de variables u = (¢t — a)/(z — a) dans le reste intégral, on trouve

n!

- (k) 7( z—a)" ' — )" f D) (0 4 (2 — a)u) du
Z; P fa) + /Ou J D (0 + (2 — a)u) d

Notons
n n 1
Z f(k) (a), Rn(z)= M/ (1 —u)"f" (a0 + (z — a)u) du
0

n!
k=0

T, (z) est un polynoéme de degré n et R, (z) s’appelle le reste intégral.
En majorant le reste intégral, on trouve le théoréeme suivant :



(THEOREME 15.23 : Inégalité de Taylor-Lagrange R

Soit une fonction f de classe C"*! sur un intervalle I et un point a € I. Alors, si « € I, on peut
écrire f(z) comme somme du polynéme de Taylor et d’un reste R, (x):

f(x) = Ta(z) + R ()

avec la majoration suivante du reste:

_ n+1
|Ra(a)] < 2=

= G )

\Otl Mn+l(m) = SUP¢e(a, ] |f(n+1)(t)|

(THEOREME 15.24 : Formule de Taylor-Young
Soit f de classe C™ sur un intervalle I, et a € I. Alors Vz € I,

(@) = Tu(a) + (&~ a)"<(z)

ou lim,_,,e(z) =0
|\ J

Remarque 175. La formule de Taylor avec reste intégral et I'inégalité de Taylor-Lagrange permettent d’exprimer
f(x) en fonction des dérivées de f en a, pour un réel x € I. On les utilise surtout pour des majorations globales
sur un intervalle.

La formule de Taylor-Young quant a elle, donne une information locale sur le comportement de f au voisinage
du point a (information sur le reste est une limite). On s’en servira pour le calcul de limites, d’équivalents et
de développements limités au voisinage du point a.

B Fzercice 15-19 M
Soit une fonction f de classe C? sur le segment [—a,al.

w - f’(())‘ en fonction de h;
2. Trouver un équivalent de la quantité précédente lorsque h — 0;

3. Majorer ‘W - f’(O)’ en fonction de h.

1. Majorer

EE Frercice 15-20 I
Soit une fonction f de classe C3 sur le segment [—1,1]. Pour un réel positif 0 < |h| < 1, on pose

N (UELT(OR(C

Calculer [ = limy g p(h), puis majorer en fonction de h la quantité |p(h) — 1.

EE Frercice 15-21 I
2 2 3

Majorer la quantité |e* — (14+xz+ %) sur le segment [0,1]. Majorer ensuite la quantité (In(1+x)— (z— % + %)
sur le segment [0,1].

EE Frercice 15-22 I
Ssmr —x

Trouver lim,_,q 3
T

15.5 Méthodes numériques de calcul d’intégrales.

b
On considere une fonction f de classe C? sur [a,b] et 'on note I = f(¢) dt.

a
On notera Mo = sup,¢jqp|f (@), M1 = sup e 4lf'(2)| et Mo = sup e, 4/ f”(2)| (qui existent car les fonc-
tions f,f’,f” sont continues sur le segment [a,b] et sont donc bornées). Dans les deux méthodes qui suivent,
on fera une subdivision du segment [a,b] de pas constant h = (b — a)/n. On pose pour un entier k € [0,n],
Tr :a—i—kb:—La =a+ kh.



(THEOREME 15.25 : Méthode des rectangles
Soit une fonction f de classe C! sur le segment [a,b]. Posons pour un entier n € N:

n—1

n
k=0

La quantité R, représente la somme des aires des rectangles de la figure 15.5. On obtient la
majoration de ’erreur commise en approximant I'intégrale de la fonction f par R, :

b— 2
[T - R,| < ooy,
S 2n Y,
a T Th+1 b

Fia. 15.5 — Méthode des rectangles

(THEOREME 15.26 : Convergence d’une somme de Riemann )
Soit f une fonction continue sur [0,1].
On définit les suites de termes généraux:
1, (K 1, (&
wond (3) # =i ()
k=0 k=1
Alors
1 1
Upy ——— / f(z) dz et v, ——— / f(z) dz

n—-+oo 0 n—-+o0o 0

S J

Remarque 176. Plus généralement, si f est une fonction continue sur le segment [a,b], et si

n

Up = (b_ a) if(gk)
k=0

ou les points & sont dans l'intervalle [a + kh,a + (k + 1)h], avec h = b_T“, on a

n—-+o0o

un—>/abf(:c) dz

Remarque 177. Lorsque l'on peut faire apparaitre un groupement k/n dans une suite définie par une somme,
penser a utiliser les sommes de Riemann.

N [rercice 15-23 I
Etudier les suites de terme général:
p— n 1 .
Tkl k)
2 v = Zn—l V n2+p2 .
T p=0 n2 ’

3 W = 2n—1 1
o k=n ok 4+1°

1. u




(r . N o c g o )
THEOREME 15.27 : Approximation d’une fonction C? par une fonction affine

Soit [,3], une fonction f € C?([,3]) et une fonction affine ¢ telle que p(a) = f(a) et ©(B) = f(3).
On montre la majoration suivante de I’erreur commise en approximant la fonction f par la fonction
affine ¢ sur le segment [a,(] :

vt € o8], () —p(t)] < Wﬂ@

2
My = "(x)).
\011 2 Supze[a,gﬂf (@) J
o x
Fic. 15.6 — Approzimation par une fonction affine

(THEOREME 15.28 : Méthode des trapézes I
On pose pour un entier n € N :

n—1 =@

= 5 f (@k) + f(@rs1)]
n
k=0
b—a |l 1
=228 | 2@+ o)+ fon) + 510

Jba 10 i@

= n 2

Cette quantité représente la somme des aires des trapezes de la figure 15.5. On montre d’abord la
majoration de l'erreur commise en approximant 'intégrale de f sur un petit segment [z, zx+1] par
laire d’un trapeze:

N

Th41 —a —a 3
[ 0 a- @ + | < S5 ap 1@)

k TE[Th,Tht1]

Ensuite l’erreur globale commise en approximant l'intégrale de f sur [a,b] par la somme des aires
des trapezes:

o

(b—a)’

M.
12n2 2

|I_Tn| S

J

15.6 Fonctions a valeurs complexes

DEFINITION 15.8 : Intégrale d’une fonction complexe
Si f est une fonction continue par morceaux sur [a,b], on définit f: ft)dt = f: f1(t)dt+i f: fa(t)dt

Remarque 178. Les techniques de changement de variables et d’intégration par parties sont encore valables pour
les intégrales de fonctions & valeurs complexes.
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Fi1Gc. 15.7 — Méthode des trapezes

(THEOREME 15.29 : Majoration du module d’une intégrale complexe )

Soit une fonction f : [a,b] — C continue sur le segment [a,b]. On peut majorer le module de
Iintégrale par l'intégrale du module :

[ s a) < [l

avec égalité si et seulement si la fonction f est de la forme f(t) = h(t)e? avec h une fonction
réelle positive. En d’autres termes, il y a égalité si et seulement si la fonction complexe f prend
(ses valeurs dans une demi-droite issue de 1’origine.
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(TuEOREME 15.30 : Théoréme fondamental
Soit f : I — C une fonction continue sur un intervalle I et a € I. Alors la fonction définie sur I
par

F(z) = /m F(t) dt
)

est de classe Clsur I et Vx € I, F'(z) = f(z).

(THEOREME 15.31 : Inégalité des accroissements finis
Soit f : I — C une fonction de classe C! sur le segment [a,b]. Alors

T
Voel, f)=f@+ [ £t
a
et par majoration, on en déduit 'inégalité des accroissements finis :

[£(0) = f(a)| < (b—a) sup |f'(z)]

z€[a,b]




(THEOREME 15.32 : Formules de Taylor N\
Soit un intervalle I, et une fonction f: I +— C.

1. Formule de Taylor-intégrale: si [a,z] C I et si la fonction f est de classe C"*! sur le
segment [a,z], alors

1@) = @) + @~ a)f (@) + -+ T o / = e a

n!

2. Formule de Taylor-Lagrange: si x € I, et h € R tel que [,z + h] C I, et si la fonction f
est de classe C"*! sur le segment [z, + h], alors

Flo+B) = £(@) R/ (@) + o+ o {0 z) + Ba(h)

Mn 1 n N n
avec |Ry,(h)| < (nTJrl)!h ot Mypy1 = Supte[x,x+h]|f( +1)(t)|'
3. Formule de Taylor-Young: si la fonction f est de classe C™ sur l'intervalle I, et si a € [,
alors Vo € I,
— )" fn)
L £&) = F(@) + @ a) (@) + -+ = LT o0 ayry y

Remarque 179. La formule de Taylor-Young permet de trouver les développements limités d’une fonction a
valeurs complexes.



