Chapitre 5

Géométrie du plan

Ce chapitre est une introduction a la géométrie et a pour but de vous familiariser avec des notions et techniques
utilisées en physique et en si. Des définitions plus rigoureuses seront vues en cours d’année.

5.1 Points, vecteurs

On considere 'ensemble E = R? formé des couples de réels. On peut représenter un tel couple (z,y), par un point
M du plan. Un vecteur @ modélise un déplacement entre deux points A et B. Si A = (a1,a2) et B = (b1,ba),
on définit le vecteur @ = AB comme étant le couple de réels @ = (by — a1,bs — as).

On notera w = 14_B>, B = A+ W et A =B — W, notations compatibles avec addition des couples. On
représente graphiquement un vecteur par une fleche joignant le premier point au deuxieme. Sur le schéma 5.1,
les déplacements entre les points A,B et les points C,D sont identiques. Un vecteur du plan peut étre défini
comme une classe d’équivalence sur les couples de points. On privilégie sur le dessin le déplacement partant de
Porigine qui permet d’interpréter au mieux les opérations sur les vecteurs. Si les points A et B ont pour affixes
les complexes a et b, le vecteur AB correspond au complexe b — a.

B=A+7W
A= (a1,a2) A T = AB
A foeeees . D=B+7
: u C % =CD
a -
(a) Point (b) Vecteurs

F1G. 5.1 — Points-vecteurs

On définit laddition de deuzx vecteurs par la formule: W = (uy,us), ¥ = (v1,02), U + U = (u1 + v1,uz + va).
L’addition de deux vecteurs correspond a la composée des deux déplacements et s’interprete graphiquement par
la régle du parallélogramme.

On peut également multiplier un scalaire par un vecteur: si u = (ui,uz) et A € R, on définit le vecteur
AU = (Mug,\uz). On parle également de combinaison linéaire de deux vecteurs. Pour deux scalaires (\,u) € R?
et deux vecteurs w o, on définit le nouveau vecteur \.uw + p. v .

DEFINITION 5.1 : Vecteurs colinéaires, systemes liés, bases

1. On dit que deux vecteurs u, v, sont colinéaires sil existe A € R tel que ¥ = \.u (ousi u
est le vecteur nul).

2. On dit qu'un systéme de deux vecteurs (w,v’) est li€ si ces deux vecteurs sont colinéaires.
Sinon, on dit que le systeme est libre.

3. Siun systeme de deux vecteurs (w, ') est libre, tout vecteur du plan peut s’exprimer comme
combinaison linéaire de ces deux vecteurs. On dit que le systéme est une base du plan.
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Fi1G. 5.3 — Combinaison linéaire de deux vecteurs
. . - RN . , - —
Parmi les bases possibles, on distingue une base particuliere, la base canonique formée des vecteurs ( i , j
— —
t =(1,0) et j =(0,1).
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DEFINITION 5.2 : Composantes d’un vecteur dans une base
Si B = (,v) est une base du plan, tout vecteur w s’écrit de fagcon unique comme combinaison
linéaire des vecteurs de la base:
— — —
W =AU +pv
Le couple de scalaires (\,p) s’appelle les composantes du vecteur w dans la base B.

J
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DEFINITION 5.3 : Repere cartésien

On appelle repére cartésien du plan la donnée d’'un point 2 et d’une base (u',v'). Pour tout point
—
M du plan, le vecteur QM s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire des vecteurs de la

base: N
QM = U + pv

On dit que les scalaires (\,u) sont les coordonnées du point M dans le repere R = (Q,7%,7) et on
écrit M /\.

i
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(DEFINITION 5.4 : Droite vectorielle, droite affine
1. La droite vectorielle engendrée par un vecteur w non-nul est 'ensemble des vecteurs co-
linéaires & u :
Vect(W) = {7 € R* | INER, YV =AU}

2. La droite affine D passant par un point A et dirigée par un vecteur non-nul  est I’ensemble
des points D = {A+ \. % ; A € R}. On dit que la droite vectorielle Vect(w) est la direction
de la droite affine D. On note D = A + Vect(W).

J

5.2 Modes de repérage dans le plan

On suppose le plan « orienté » dans le sens trigonométrique, et on suppose connue la notion intuitive d’angle
ienté Is. Si w1, U3 d d’affi I 1 = i = i02
orienté entre vecteurs non-nuls. S1 uy, v2 sont deux vecteurs d’aflixes les complexes z; = |21 |e et 2o = |22|e ,



. -z — —
I’angle orientié entre les vecteurs uj et us vaut 65 — 6.
— —
u, V) est orthonormale lorsque

On dit qu’un vecteur est normé ou unitaire lorsque sa norme vaut 1. Une base
les deux vecteurs w, v sont orthogonaux et unitaires. On dit de plus que la base est directe lorsque I’angle entre
did

le premier et le deuxieme vecteur de la base vaut 4+ /2. La base canonique ( ¢ ,

— =
directe. On dit qu'un repere R = (2, I, J ) est orthonormé direct si la base (
directe.

—~

1%

j ) est une base orthonormale
CN
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, est une base orthonormale

(THEOREME 5.1 : Formules de changement de repére R
— —

On consideére deux reperes orthonormés directs R = (O, i ,j ) et R’ = (Q,T,?) On note 0 Pangle

= = aq .
entre les vecteurs ¢ et I.Si M est un point du plan,

«

M 8
R

x,M‘ ,
Y
R/

on a les formules de changement de repere:

y =pfB+sinf6X + cosfY
- J
Remarque 38. Les formules de changement de reperes quelconques sont de la forme:

{x =+ cosfX —sindY

r =a+aX +cY
y =pB+bX+dY

( e . . \
DEFINITION 5.5 : Repeére polaire

Soit un repere orthonormé direct R = (O,
réel 6 € R. On définit les deux vecteurs

i .. N ’ ~ .
1,7 ). Lorigine du repere est appelée le pdle. Soit un

w(0) =cos 07 +sin 97
U(0) = —sin 070 + cos 9?
Le systeme (2 (0),7 () est une base orthonormale directe, et le repere Ry = (0,7 (0), 7 (6))

\s’appelle le repére polaire d’angle 6. )

Remarque 39. Le vecteur u (f) a pour affixe e et le vecteur v'(6) a pour affixe ¢! (0+7/2) = e

N

[DiFINITION 5.6 : Coordonnées polaires

—_ —
On considere un repeére orthonormé direct (O, i, j ). Soit un point M différent du pole. On dit
qu’un couple de réels (p,0) est un couple de coordonnées polaires du point M si

OM = p (6)

Remarque 40. 1. Il n’y a pas unicité des coordonnées polaires d’un point. Si (p,d) est un couple de coor-
données polaires d’un point M, les couples suivants sont également des coordonnées polaires de M :
- (p,0 +2km) (keZ)
~(=pf0+2k+1)m) (keZ)

2. SiM z, et si (p,0) est un couple de coordonnées polaires du point M,

R
— On exprime les coordonnées cartésiennes de M en fonction d’un couple de coordonnées polaires par

les formules:
x = pcosh
y = psinf

— On peut trouver un couple de coordonnées polaires du point M en fonction des coordonnées cartésiennes

par les formules:
{p = /2% +y?

tanf = L4

x
(si x =0, prendre § = +7/2 lorsque y > 0 ou § = —7/2 si y < 0).
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FI1G. 5.4 — Repére polaire : Rg = (O,u(6),v(6))

N Frercice 5-1 I

Dans R2, on considere deux droites affines D; et Dy sécantes. Soient A;,B1,C; trois points distincts de la droite

D et Ay,B5,Cs trois points distincts de la droite Ds.

Montrer que si les droites (A1 Bz) et (A2 B1) sont paralleles et que les droites (B1C2) et (B2C1) sont paralleles,

alors les droites (A1C2) et (A2C1) sont également paralleles.

N Frercice 5-2 I

Dans le plan, montrer que les médianes d’'un triangle (ABC) se coupent & l'isobarycentre de (A,B,C).

5.3 Produit scalaire, produit mixte

-

(DEFINITION 5.7 : Produit scalaire, norme, distance

~

. — 2’ . o
1. Si un vecteur u a pour affixe un complexe z, on définit la norme de « comme le module de
z:
[[ull = |2|

Ce réel représente la « longueur » du vecteur z.
2. Pour deux points A et B, d’affixes a,b € C, on définit la distance entre les points par :

d(A,B) = |b—a| = | AB||

s . . — =
3. On définit le produit scalaire entre deux vecteurs « et v non-nuls par

(@ | 7)) =w.7 = ||7||| 7| cos®

o1 § = (U, 7") est 'angle orienté entre les vecteurs u et v. Si I'un des vecteurs est nul, le
produit scalaire est nul. )

L

PROPOSITION 5.2 : Interprétation en nombres complexes
Pour deux vecteurs u; et us d’affixes les complexes z; € C et 25 € C, on a :

u7.us = Re(Z122)

(- o, ’, . .
PROPOSITION 5.3 : Propriétés du produit scalaire
Pour trois vecteurs w, v, w et deux scalaires (\,u) € R?, on a les propriétés suivantes :

1. bilinéarité:

I
Uu.v =0v.u.

2. symétrie:

(THEOREME 5.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Si W et ¥ sont deux vecteurs du plan, on a l'inégalité :

70| <[] ]

avec égalité si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires.
(.
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PROPOSITION 5.5 : Expression du produit scalaire dans une bon

— —
Si (i,7) est une base orthonormale du plan, le produit scalaire de deux vecteurs s’exprime

— — = — —
simplement & 1’aide des coordonnées des vecteurs dans cette base: w =z i +yj, v =2' i +y j

—>_/> / /
u.U =ITr + Yy

- J

N

(PROPOSITION 5.6 : Interprétation du produit scalaire en termes de projections
Soit une droite affine D dirigée par un vecteur unitaire w et deux points A, B du plan. En notant
A’ et B’ les projetés orthogonaux des points A et B sur la droite D, on a

Fia. 5.5 — Interprétation du produit scalaire

N

(DEFINITION 5.8 : Produit mixte
Soient deux vecteurs u; et us non-nuls. On appelle déterminant ou produit mizte des deux vecteurs
le réel

Det (u1,uz) = ||u]|||uz| sin

ot § = (u3,us) est 'angle orienté entre les deux vecteurs.
Si I'un des vecteurs est nul, Det(u7,us) = 0.
(.

PROPOSITION 5.7 : Interprétation complexe
Si les deux vecteurs u; et ug ont pour affixe les complexes z1 et 29,

Det(u1,u3) = Im(2722)

(PROPOSITION 5.8 : Propriétés du produit mixte )

1. bilinéarité : pour trois vecteurs u1,us,u3, et deux scalaires A\,pu € R,
— Det(u1,\uz + piuz) = ADet(u1,uz) + pDet(ur,u3)
— Det(Aui + piuz,u3) = ADet(u1,u3) + pDet(us,u3)
2. antisymétrie : Det(us,u;) = — Det(u7,uz).
3. vecteurs liés: les vecteurs ] et us sont liés si et seulement si Det(u7,u3) = 0.
4. Inégalité de Gramm-Schmidt :

|Det(ui,uz)| < [|uill|uz]

avec égalité si et seulement si les deux vecteurs sont orthogonaux.
5. Identité de Lagrange:

L (@ )? + Det(@,@)° = | @)@ y

PROPOSITION 5.9 : Interprétation en termes d’aire
Le produit mixte de deux vecteurs Det(u;,us) représente I'aire algébrique du parallélogramme
s’appuyant sur les deux vecteurs.
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F1G. 5.6 — Interprétation du produit mizte

THEOREME 5.10 : Calcul du produit mixte dans une bon directe
Dans une base orthonormale directe (¢ ,j ),siui =211 +1y1j,us =229 +y27J,

Det (u1,u3) = T2 gy — aayn

Y1 Y2

5.4 Droites

(THEOREME 5.11 : Condition d’alignement de trois points

a X X
LM, M| P
Y1

. = = . .
Dans un repere R = (O, i , j ), trois points My Y y
2 3

sont alignés si et seulement si

_— ——— . .
Det(My M, M; Ms) = 0, ce qui se traduit par :

T2 —T1 I3 — X1
Y2 —Y1 Ys — U1




/ﬁ{EOREME 5.12 : Droite passant par un point dirigée par un vecteur non-nul \
« U1

B U2

RS . . e s —
On considere une droite affine passant par un point Q| et dirigée par un vecteur non-nul.

Un point M 'z est sur cette droite si et seulement si:

1. Equation paramétrique: il existe A € R tel que

y = p[4 dug

{x =a+ A \uy

. —
. , o —_— ez . .
2. Equation cartésienne: les vecteurs u et QM sont liés, ce qui se traduit par

T—a U

Dt_),KT\/[ =0 :
et(u ) y—B u

=0

3. L’équation cartésienne d’une droite affine est de la forme:
ax+by+c=0
avec (a,b) # (0,0), L’équation cartésienne de la droite vectorielle associée est :

ax+by=0

(on supprime la constante) et le vecteur u a dirige cette droite vectorielle.

\_

(THEOREME 5.13 : Droite passant par deux points distincts

L et MQ
Y1

)

~

Soient deux points M; sz distincts. Un point M|" appartient a la droite (M;Ms) si et
2

T
Y

. — — .7 . .
seulement si les vecteurs M7 M et My Ms sont liés, ce qui se traduit par:
1. Equation paramétrique : il existe A € R tel que

x =x1+ MNza — 1)
Y Y1+ Ay2 —y1)

2. Equation cartésienne :

r— 1 X9 — X1

—_— —
Det(MlM,MlMg) =
Y=Y Y2—UY1

- J

(THEOREME 5.14 : Droite définie par un point et un vecteur normal )

«

g

Soit un point Q‘ et un vecteur 7‘21. Un point M ‘; appartient a la droite passant par 2 et
2

—
orthogonale au vecteur v si et seulement si QM. 7 = 0 ce qui donne 1’équation cartésienne de
cette droite:

vi(z —a) +v2(y—B) =0

. J

Remarque 41. Réciproquement, si ’équation cartésienne d’une droite affine est

D :urx+ovy+w=0

— U N .
le vecteur n v est normal a la droite.



(THEOREME 5.15 : Distance d’un point & une droite

1. Soit une droite D : ax + by +c =0 et M z un point du plan. Alors

laz 4+ by + |
dMD) =122
( ) va? + b2

2. Soit D la droite passant par les deux points A, B distincts et M un point du plan. Alors

Det(AM,AB)
dMp)=t— |

—
|AB|

Fia. 5.7 — Distance d’un point a une droite dans le plan

. p N
THEOREME 5.16 : Equation normale d’une droite
Soit o cos un vecteur unitaire. On définit 'application f : = R—> Les lignes de
sin ' PP ‘M — woM ¢
niveau de f sont des droites affines:
f(M)=c<= | cosfz +sinfy =c
avec 2 un vecteur normal & la droite, et |c| = d(O,D). )

D

FiG. 5.8 — E'quation normale d’une droite



[THEOREME 5.17 : Equation polaire d’une droite )
1. Droite passant par l’origine: § = 6,
2. Droite paralléle & (Oz): p = .a
sin 6
a
3. Droit llele & (Oy): p= —
roite parallele & (Oy): p p—yz
4. Droite quelconque :
c
~ acosf + bsinf
P
cos(f — 0o)
L ou p est la distance du pdle a la droite et 6y Pangle entre (Ox) et la normale a la droite. )

N Frercice 5-3 I
Soit un vecteur unitaire @ et un point A. Déterminer les lignes de niveau de la fonction M + Det(u ,AM)

5.5 Cercles

N

[DErFINITION 5.9 © Cercle
On considere un point €2 et un réel strictement postif R > 0. On appelle cercle de centre € et de
rayon R ’ensemble des points du plan a distance R du centre:

CQR)={M e P |dQ,M) =R}

\ J

THEOREME 5.18 : Equation cartésienne réduite d’un cercle
Si

ZO, un point M ‘Z appartient au cercle de centre 2 et de rayon R si et seulement si:
0

(z — x0)* + (y — y0)* = R?

7,—>), un point M v

R’

Dans le nouveau repere R’ = (1, appartient au cercle si et seulement si

2 2 _ p2
L X2+Y2=R

g

6ROPOSITION 5.19 : Equation cartésienne de la tangente a un cercle \

— On considere un cercle d’équation réduite
22 442 = R

. & , g ;. .
et un point M yo du cercle. L’équation cartésienne de la tangente au cercle au point M
0

R/
est:

zxo + yyo = R

— On considere un cercle d’équation générale

24+’ +ar+by+c=0

et un point My ZO du cercle. L’équation de la tangente au cercle au point My est:
0

x+wo+by+yo

=0
5 5 +c

Txo +Yyo +a

\_ (regle de dédoublement des termes) J
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THEOREME 5.20 : Equation générale d’un cercle

L’ensemble des points du plan M ; vérifiant 1’équation :

224+’ +ar+by+c=0

est de la forme suivante :

— vide (si a® + b? — 4c < 0)

— Réduite & un point (si a® + b2 — 4c = 0)
— Un cercle (si R? = a? + b — 4¢ > 0)

- J
(PP - . . . . )
THEOREME 5.21 : Equation polaire d’un cercle passant par 1’origine

— Cercle de centre 0 et de rayon a:

p=a
— Cercle tangent a (Oy) et passant par origine:
p=2Rcosf

— Cercle quelconque passant par lorigine:
L p=2acosf+ 2Fsinb )
(THEOREME 5.22 : Intersection d’un cercle et d’une droite )
L’intersection d’un cercle et d’'une droite peut étre:

— vide,

— réduite a un point. Dans ce cas la droite est tangente au cercle

— formée de deux points distincts.

THEOREME 5.23 : Intersection de deux cercles
L’intersection de deux cercles de rayons R et 7 (R > r) est non-vide si et seulement si

R—r<d<R+r

ol d est la distance entre les deux centres.

N [rercice 5-/4 I
On considére deux points A et B distincts. Déterminer les points M vérifiant la condition

B <
MAMB=0

N Fxcrcice 5-5 I

On définit ’angle non-orienté entre deux droites D et Dy comme étant ’angle modulo 7 que font deux vecteurs
directeurs de ces droites.

Soient deux points distincts du plan A et B et un réel a € [0,7[. Déterminer les lignes de niveau de la fonction

M s (MAMB)

N Fiercice 5-60 I
Soient deux points distincts A et B et un réel k > 0. Déterminer les points M vérifiant :

d(M,B) = k x d(M,A)




