Chapitre 6

Géométrie de ’espace

6.1 Modes de repérage dans ’espace

N

(DériNiTION 6.1 systémes liés

On dit que trois vecteurs (u1,us,u3) de ’espace forment un systeme /i€ si I'un des vecteurs s’exprime
comme combinaison linéaire des deux autres. Si un systéme n’est pas lié, on dit qu’il est libre. Alors
tout vecteur de l'espace s’écrit de facon unique comme combinaison linéaire de ces trois vecteurs.
\On dit que le systeme est une base de 'espace.

J

(DEFINITION 6.2 : Repére cartésien h

Un repéere cartésien de I'espace est la donnée d’un point ('origine du repere) et de trois vecteurs
formant une base de I’espace. On note R = (£2,e7,e3,e3) un tel repere. Si M est un point du plan,

—
le vecteur QM se décompose de fagon unique sur les vecteurs de la base:

Py — — —
QM = x1eq1 + zoes + x3€3

x
On note M |y et on dit que les scalaires x,y,z sont les coordonnées cartésiennes du point M dans
z
. R
\16 repere R. )

(THEOREME 6.1 : Formules de changement de repére A
— = —

. N ) — = — .
Soient deux repéres cartésiens R = (,e1,e3,e3) et R’ = (,€],e5,e5) et un point M. On note:

/

i T a
My, M|y, Q|6
z 2 ~
R R R

Alors les coordonnées du point M dans le repere R s’expriment en fonction des coordonnées de M
dans le repere R’ sous la forme:

T =a+anr’ +apy +azz’

! / /
y =B+ ant + axny’ + assz
z =7v+anz’ +azy +azzs

-

Remarque 42. Orientation de ’espace, angle entre vecteurs, angle entre droites.

DEFINITION 6.3 : Coordonnées cylindriques

x =1rcost
y=rsind

zZ=Zz




DEFINITION 6.4 : Coordonnées sphériques

T = psin¢cosf
y = psin¢sinf
Z = pcos¢

(a) Coordonnées cylin- (b) Coordonnées
driques sphériques

Fia. 6.1 — Coordonnées cylindriques et sphériques

6.2 Produit scalaire

(M . . N
DEFINITION 6.5 : Produit scalaire
—

. — , . . .
On considére deux vecteurs ui = (x1,y1,21) et ugs = (z2,Y2,22) et on définit le produit scalaire de
ces deux vecteurs par:

(U1 | uz) = ui.u3 = T122 + Y12 + 2122
et on définit la norme d’un vecteur w = (z,y,2) par
Tl = 2 2 2
L ||| =va2+y?+ = )

(PROPOSITION 6.2 : Propriétés du produit scalaire

1. bilinéarité : soient trois vecteurs uy, us, u3 et deux scalaires () € R%:
(a) (Aui + piz).u3 = Mui.ug + pus.u3
(b) w1.(Nug + pinz) = Aug. g + pieg u3
— — —

) — —
2. symétrie: Pour deux vecteurs ui et ug, ui.us = us.uq.

J

Remarque 43. — On dit que deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul.

— On dit qu'un vecteur est unitaire lorsque sa norme vaut 1.

— On dit qu’une base est orthonormale lorsque les trois vecteurs de la base sont orthogonaux deux a deux
et unitaires.

— On dit qu’un repére est orthonormé lorsque sa base est orthonormale.

PROPOSITION 6.3 : Coordonnées d’un vecteur dans une bon
— — = — ,
Dans une base orthonormale (e7,es,e3), un vecteur = se décompose sous la forme:

T = (76_{)61 + (?6—5)62 + (76_;;)63

(PROPOSITION 6.4 : Calcul du produit scalaire dans une bon
Si (e7,e3,e3) est une base orthonormale quelconque et si

— — — —
u =xep +yes + zes
—

— — —
v =zx'e] +y'es + 2'es

—7_/7 / / /
kalors u.u =xx +yy + 22




(DEFINITION 6.6 : Distance entre deux points
On définit la distance entre deux points A et B de 'espace par :

d(A,B) = | AB||

/
x x
Si R est un repere orthonormé et si A|y, Bly',

z z

A(AB) = Vo 2P + =g+ (7 =2

\ Y,
6.3 Produit vectoriel
(LEMME 6.5 : Colinéarité de deux vecteurs )
Deux vecteurs u; = (x1,y1,21) et us = (22,y2,22) sont colinéares si et seulement si:
il || | _ |[@h y2:0
Y1 Y2 21 22 Z1 2
(- 2, . . N\
DEFINITION 6.7 : Produit vectoriel
On appelle produit vectoriel de deux vecteurs
uy = (T1,y1,21), Uy = (z2,y2,22)
le vecteur
u—{/\@:(yl Y2 L 1y X2 7 T 902)
21?2 21 22| |Y1 Y2
& J
(PROPOSITION 6.6 : Propriétés du produit vectoriel )
1. le produit vectoriel est nul si et seulement si les vecteurs sont colinéaires.
2. le produit vectoriel est bilinéaire :
— i A (Aug + pg) = ANui As + pug A u
— (Mg + puz) Az = Nag A ug + pug A g
3. le produit vectoriel est antisymétrique: uz A u; = —u; A s,
4. le produit vectoriel est un vecteur orthogonal aux deux vecteurs : u1.(u1 Aus) = uz.(u1 Aug) =
—
0.
5. On a la formule du double produit vectoriel :
ui A (us A ug) = (ur.ug)us — (u1.us)u3
6. Identité de Lagrange:
S a1 Aug)|® + (u1.uz)? = [Jug]|®[|uz? J
Remarque 44. 1. D’apres la formule de Lagrange, si u; et uy sont deux vecteurs non-nuls, il existe un unique

0 € [0,7] tel que

— — — =
ug.uz = ||u1||||wz]|| cosé
i Auz]| = [lug][[uz sine

. 7 — —

On appelle 6 I’angle non-orienté entre les vecteurs uj et us.
— , — , , . . . — N
2. ||u1 A uz|| représente l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs uj et us.

. — — — — . = o . = N

3. Soit une base orthonormale (€7,e3,€3). Comme e A e3 est un vecteur unitaire orthogonal & e7 et & e3,

e1 N\ es = fe3. On dit que la base orthonormale est directe lorsque e; A e = e3 et indirecte sinon. On
dispose de la « regle du tire-bouchon » pour se représenter une base directe de I'espace.
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F1G. 6.2 — Produit vectoriel de deux vecteurs dans l’espace

(PROPOSITION 6.7 : Calcul du produit vectoriel dans une bon directe )
Si B = (e1,e3,e3) est une base orthonormale directe, et si u; = x1e] + y1es + 2163, Us = To€; +
Yyaes + 22€3, alors
Yy Y2
21 22
u Aug|— 01 T2
21 22
r1 X2
Y Y2
S B J

6.4 Déterminant, produit mixte

DEFINITION 6.8 : Produit mixte
On appelle produit mizte (ou déterminant) de trois vecteurs, le réel:

Det(W,7,@) = (7 A V). @

x
Fia. 6.3 — Interprétation du produit mizte

(PROPOSITION 6.8 : Propriétés du produit mixte

trilinéarité : le produit mixte est linéaire par rapport a chacun des vecteurs.
Si deux des trois vecteurs sont égaux, le produit mixte est nul.
antisymétrie: en permutant deux vecteurs, on change le produit mixte en son opposé.

= 80 9=

condition de coplanarité: trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si leur produit
mixte est nul.

5. interprétation géométrique: le produit mixte de trois vecteurs représente le volume
algébrique du parallélogramme construit sur les trois vecteurs.

J




fﬁROPOSITION 6.9 : Calcul du produit mixte dans une bon directe \
Si (€_1>,€_2>,€_3>) est une base orthonormale directe, pour trois vecteurs

Z1 T2 Zs3
— — —
Ul|Y1, U2(Y2, U3|ys

21 22 <3

1 T2 X3
— — —>
Det(ul,uz,UB) = |Y1 Y2 Y3| = T1Y223 + Y122X3 + 21X2Y3 — 21Y2X3 — T122Y3 — Y1T223
Z1 Z2 23

On utilise la régle de Sarrus pour se souvenir de cette formule:

N
D0
\i X,

N

a1’
/

6.5 Droites et plans

(PROPOSITION 6.10 : Représentation paramétrique d’une droite )
Zo «
Soit D la droite affine passant par le point My|yo et dirigée par le vecteur non-nul % |3. Un point
20 v
x
M |y appartient a cette droite si et seulement s’il existe A € R tel que:
z
T =20+ A
y =yo+ A0
z =z0+ Ny
S J
(PROPOSITION 6.11 : Rerpésentation paramétrique d’un plan )
Zo aq (€5
Soit P le plan affine passant par le point My|yo et dirigé par les vecteurs ui|f;, uz|B2 non-
20 B! Y2
x
colinéaires. Un point M |y appartient & ce plan si et seulement s'il existe (\,u) € R? tels que
z

=T + Aoy + poe
=90 + AB1 + B
z =2zo+ A1+ pye




6ROPOSITION 6.12 : Equation carésienne d’un plan \

Zo aq
Soit P le plan affine passant par le point A|yo et dirigé par les deux vecteurs non-colinéaires uy |3 ,
20 T
(65) x
Us|B2 . Un point M|y appartient & ce plan si et seulement si:
Y2 z

Det(AM, w7, 7)) = 0

ce qui donne une équation cartésienne de la forme:

|aa:—|—by+cz+d=0

Le plan vectoriel dirigeant P a pour équation cartésienne:

|ax+by+cz:0

a
(supprimer la constante dans les équations affines). Le vecteur 7 |b est un vecteur orthogonal au
c

\Qlan P. j

(PROPOSITION 6.13 : Plan passant par trois points )
Zy Z2 Zs3 x

Soient trois points Aj|y1, As|y2 et Az|ys non-alignés. Un point M |y appartient au plan passant
<1 <2 Z3 %

par ces trois points si et seulement si Det( Ay M, A1 As, A1 A3) = 0 ce qui donne I’équation cartésienne
de ce plan:

r—T1 X9 — X1 T3 — T1

y—vy1 Y2—Y%1 ys—y1| =0

zZ— 2z zZ9 — 21 zZ3 — 21

(PROPOSITION 6.14 : Plan passant par un point et normal a un vecteur
i) a

Soit un point A|yy et un vecteur 7 |b. L’équation cartésienne du plan passant par A et normal &
20 C

n est:

L a(r — o) +b(y — yo) + (2 — 2z0) =0 )

e 2 :
PROPOSITION 6.15 : Deux plans perpendiculaires
Soient deux plans affines donnés par leur équation cartésienne:

P:ax+by+cz=h
Pdx+by+dz=Hn

Ces deux plans sont perpendiculaires si et seulement si :

ad +bb' +ccd =0




e - q a1 q
PROPOSITION 6.16 : Equations cartésiennes d’une droite
Une droite affine peut étre vue comme intersection de deux plans non-paralleles:

ar+by+cz+d =0
adr+by+dz+d =0

ou un vecteur directeur de la droite est :

a |a

T=[bAlY £0
c |d
- J
Remarque 45. 1. Il n’y a pas unicité des deux plans qui définissent une droite.
2. Une facon rapide d’obtenir une équation de droite consiste a éliminer le parametre d’une équation pa-

ramétrique.
3. Les plans contenant la droite D ont pour équation cartésienne:
Prlax+by+cz+d)+ Nd'z+by+z2+d)=0
(sauf le plan d’équation ax + by + cz + d = 0). On appelle cette famille de plans le faisceau de plans issu
de la droite D.

(THEOREME 6.17 : Distance d’un point & un plan donné par son équation cartésienne )
Soit un plan P d’équation cartésienne:

P iarx+by+cz+d=0

)
et un point My|yo . La distance du point My au plan P est donnée par la formule:
20

_lawo 4 byo + czo + d|

W) = e e

(THEOREME 6.18 : Distance d’un point & un plan passant par trois points
Soit le plan affine P passant par trois points non-alignés A, B et C' et un point M. La distance
entre le point M et le plan P est donnée par:

Dmﬂﬁﬂﬁﬁﬂ
— —
|AB A AC|

AM

I
I c
I

d(M,P) =

é
< p(M) .

D

Fi1G. 6.4 — Distance d’un point a un plan

(THEOREME 6.19 : Distance d’un point & une droite )

Soit D la droite passant par le point A dirigée par le vecteur % non-nul et un point M de l'espace.
La distance du point M a la droite est donnée par la formule:

AM AT
a1 p) = ]




Fi1G. 6.5 — Distance d’un point a une droite de [’espace

. Z
PRrROPOSITION 6.20 : Equation normale d’un plan
: POTI : R® — R :
Soit un vecteur unitaire w |b. Définissons la fonction f : _, —— . Alors les lignes
c M — w.OM

de niveau de la fonction f sont des plans affines:

f(M):h<:>|ax+by+cz:h ,\/a2+b2_|_02:1

(Le vecteur U est un vecteur orthogonal & ce plan et |h| = d(0,P).

6.6 Spheres

[ DéFNiTION 6.9 Sphere
On appelle sphére de centre A et de rayon R > 0, 'ensemble des points M de I'espace vérifiant
d(A,M) = R.

(- .
PROPOSITION 6.21 : Equation d’une sphere

1. Dans un repere orthonormé d’origine A, la sphéere a pour équation réduite
|x2—|—y2+22:R2 ;

2. Dans un repéere orthonormé quelconque, ’ensemble des points dont les coordonnées vérifient
|a:2+y2+22+aa:+by+cz+d20 est soit :

— vide,
— réduit a un point,

L — une sphere.

Remarque 46. On peut utiliser les coordonnées sphériques pour paramétrer une spheére de centre
repere:

x = Rcosfsin ¢
y = Rsinfsing 6 € [0,n], ¢ € [—m,7]
z = Rcos¢

~

J

Porigine du

(PrROPOSITION 6.22 : Intersection d’un plan et d’une spheére
Soit une sphere S de centre A et de rayon R et un plan affine P.

1. Sid(AP)> R, SNP =0,
2. Sid(A,P) =R, SNP = {My}, (on dit que le plan est tangent a la sphere),

orthogonal de A sur P.

3. Sid(A,P) < R, SNP est un cercle de rayon r = 1/ R? — d?(A,P) et de centre H, le projeté

J




(PROPOSITION 6.23 : Intersection d’une droite et d’une spheére
Soit une sphere S de centre A et de rayon R et une droite affine D.

1. Sid(AD) >R, SND =0,
2. Sid(A,D) =R, SND = {My}, (on dit que la droite est tangente & la sphere),
3. Si d(A,D) < R, SN D est réduit aux deux points de la droite D situés a distance

VR? — d?(A,D) du point H.

(S J

N

(PROPOSITION 6.24 : Intersection de deux sphéres
Soient deux spheres S; et Sy non-concentriques, l'intersection de ces deux spheres peut étre:

1. vide,
2. réduite a un point,

3. un cercle.

. J




