Terminale S2

DEVOIR A LA MAISON N°4
Corrigé

EXERCICE 1.
11 s’agit dans ce probléme de déterminer toutes les fonctions f, définie sur l'intervalle ouvert |0; +oo[, dérivables
en 1 et telles que :

Vr,y €]0;+ocf,  flzy) = f(z) + f(y)

Analyse du probléme : On suppose qu’il existe une fonction f vérifiant les hypothéses faites ci-dessus et
on pose f'(1) = a.

L f(1) = F(1 x 1) = £(1) + f(1) donc f(1) =0.

2. Pour tout h non nul, A > —1, =

Or f est dérivable en 1, de nombre dérivé a, et donc }llimo = a.

3. Soit £ > 0 et h un réel non nul, h > —zx.

f($+h)f<$<1+%>)f(z)+f<1+g)

Comme f est dérivable en 1, de nombre dérivé a, on peut écrire :
f(A+h) = f(1)+ah+ he(h), }1111% w(h) =0
soit encore, puisque f(1) =0,

J(1+1) = ah+ ho(h),  lim p(k) =0

Ainsi,

et
flath) = fa)+ a2+ 2o (1)

1

.

h) — h
fath=f@) _a 1, _)
h x x
h h) —
Lorsque h tend vers 0, ¢ (—) tend vers 0 aussi et flot }z 1 (@) tend vers g.
x x

f est dérivable sur ]0; +oo] et , pour tout z, le nombre f'(x) = 2.
T

a
4. En terme de primitive, f est 'unique primitive |0; +o0o[ sur de  — — qui s’annule en 1.
x

5. Sia =0, alors f/ =0 et f est constante sur |0; +00[; comme f(1) =0, f est la fonction nulle sur ]0; +oo.

Synthése du probléme : Soit a un réel et f 'unique primitive, sur ]0; +ool, de la fonction x — %, qui
s’annule en 1.
1. x+— 4 est continue sur ]0; +oo[ donc cette fonction admet sur ]0; +o0o[ une unique primitive f qui s’annule
en 1.
2. Sia =0, alors f est constante égale & 0 sur ]0; 400 : elle vérifie évidemment les contraintes de I’énoncé.

3. On suppose dans cette question que a # 0.

a
(a) f est dérivable en 1 puisque f est une primitive de z — — sur ]0; +-o00[
x
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(b) Fixons y > 0 et considérons la fonction g : z — f(zy) — f(x).
x +— zy est dérivable sur |0; +o00[ & valeurs dans ]0; +o0].
Par composition, « — f(zy) est donc dérivable sur ]0; 4+o0].

On en déduit que g est dérivable sur |0; +o0[ et que pour tout x > 0, ¢’'(z) = yi ~ 2y, g est
Yy T

donc constante sur |0; +00[ et ainsi, pour tout z, g(z) = g(1) = f(y).
On en déduit que pour tout = > 0, tout y > 0, f(zy) = f(z) + f(y).

. . . N o C . a
Conclusion : L’ensemble des fonctions répondant au probléme est constitué de la primitive de x — — sur
T

]0; +00[ qui s’annule en 1.
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EXERCICE 2.
Partie A

1.

f est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables et pour tout a € R, f'(a) = e®* — 1.
Une équation de (T') est donc y = f'(a)(x —a) + f(a) = (¢* = 1)z +e*(1 —a) — 1.

2. Cette tangente (T') coupe la droite (D) au point N(X ; Y); X est donc solution de 1’équation
—X-1=X("—1)+e*(1—a)—1

ce qui équivaut & X =b=a — 1.
3. Pour construire la tangente (T) a (C) au point M d’abscisse a, il suffit de construire le point de (D)

d’abscisse a — 1 et la tangente est obtenue en joignant ce point & M. Voir annexe, ot a = 1.5.

Partie B
1. Graphiquement, on lit que pour tout réel x, f(x) > 0 (et f(0) =0).
2. On a donc quel que soit z € R, e* > x + 1.
1 1 1
En appliquant cette inégalité & x = —, on obtient (1) en > 1+ — et en l'appliquant & z = ey on
n n n
1 1
obtient 2) enti >1-— .
e @ - n+1
1\" \"
3. La fonction z — z™, (n € N), étant croissante sur RT, (1) donne (eF) > (1 + —) c’est-a-dire
n
1 n
e> (1 + —) ce qui est la méme chose que
n
1 n
(1 + —) <e
n
o\ n+l 1 n+1 n n+1
4. De méme, (2) donne (em) >(1- c’est-a-dire e ! > .
n+1 n+1
n —+ 1 n+1
En passant aux inverses (tous les nombres étant positifs strictement), ( ) > e, soit encore
n
1 n+1
e < (1 + —>
n
1 n
5. Pour tout n € N*, 3. montre que e majore | 1 + —
n

n

1 1 1\" 1 1\"
4.8%¢crite< (1+—| X <1+—> d’ott 'on tire que e < <1+—> X <n+ ) et i e < <1+—> .
n n n n 1 n

" e (14l "
e — e.
n+1 n =

n
Par application du théoréme des « gendarmes », comme lim =1,
n—+oomn + 1

1 n
lim (1 + —) =e.
n—-+4+oo n

On obtient donc ’encadrement :
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ANNEXE

A rendre avec la copie

A
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