Les rationnels, les réels

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 1
Montrer que les nombres suivants sont irrationnels.

1. (**) y/2 et plus généralement /m ol n est un entier supérieur ou égal a 2 et m est un entier naturel
supérieur ou égal a 2, qui n’est pas une puissance n-ieme parfaite.

2. (**) log2.

3. (****) T (LAMBERT a montré en 1761 que 7 est irrationnel, LEGENDRE a démontré en 1794 que 7% est
irrationnel, LINDEMANN a démontré en 1882 que 7 est transcendant).
Pour cela, supposer par 1’absurde que 7 = f]l avec p et g entiers naturels non nuls et premiers entre eux.

1. X (p— L L.
Considérer alors I, = f(f’ /a (pni!qx) sinx dx, n € N* et montrer que [,, vérifie

(a) I, est un entier relatif ;
(b) 1, >0;
(¢) limy,— 1o 1, = 0 (voir devoir).

4. (***) e (HERMITE a démontré en 1873 que e est transcendant. C’est historiquement le premier « vrai » nombre

dont on a réussi a démontrer la transcendance).
. . —_ n . .
Pour cela, établir que pour tout entier I31aturel ne=yY\_, % + fol a m’ Lot dt, puis que pour tout entier

naturel nonnul n, 0 <e—Y;_, % < Gy Raisonner alors par I’absurde.

5. (¥%%) cos(%”). Pour cela trouver une équation du troisieéme degré a coefficients entiers dont les solutions

sont cos(%”), cos(%”) et 005(67”), puis vérifier que cette équation n’a pas de racine rationnelle (supposer
par I’absurde qu’il y a une racine rationnelle 5 avec p € Z*, g € N* et PGCD(p, q) = 1 et montrer que p
divise 1 et g divise 8). (On rappelle le théoreme de GAUSS : soient a, b et ¢ trois entiers relatifs tous non

nuls. Si a divise bc et a et b sont premiers entre eux, alors a divise ¢).
6. () V2+ 3+ V5.

Correction V [005209]

Exercice 2 **IT

Soient A et B deux parties de R, non vides et bornées. Montrer que sup A, sup B, sup(A + B), inf A, inf B,
inf (A + B) existent et que I’on a sup (A + B) = sup A + sup B et inf (A + B) = inf A + inf B. (A + B désigne
I’ensemble des sommes d’un élément de A et d’un élément de B).

Correction V [005210]

Exercice 3 **
SoitA = {% +(-1)"ne N*}. Déterminer sup A et inf A.
Correction ¥ [005211]
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Exercice 4 **IT

Soit A une partie non vide et bornée de R. Montrer que sup{|x —y|, (x,y) € A2} = sup A —inf A.
Correction V¥ [005212]

Exercice 5§ ***[T

Soient A et B deux parties non vides et majorées de R. Que dire de sup(A N B), sup(A UB), sup(A + B) et
sup(AB) ? (A + B (resp. AB) désigne I’ensemble des sommes (resp. des produits) d’un élément de A et d’un
élément de B).

Correction V [005213]

Exercice 6 ****

Soit uy, le chiffre des unités de C¥, k entier naturel fixé non nul et n entier naturel superieur ou égal k. Montrer
que le nombre O, uguyug1;... est rationnel.

Correction V [005214]

Exercice 7 ** Identité de CATALAN

2n—1 (
k=0 k+1 Zk n+1k

Correction V [005215]

Montrer que pour tout entier naturel non nul n, )

Exercice 8 **I Inégalités de CAUCHY-SCHWARZ et de MINKOW SKI

Soient ay,..., a, by,..., b, des nombres réels.

1. En considérant la fonction f : x> Y4_,(ax + xbi)?, montrer que | Y{_, axby| < \/ ):Zzla%\/ Yi, b2
(inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).

2. En déduire I'inégalité de MINKOWSKI : /Y7, (ax + by )? \/Zk a2+ \/Zk b2

(I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ affirme que le produit scalaire de deux vecteurs est inférieur ou égal
au produit de leurs normes et I’'inégalité de MINKOWSKI est I’inégalité triangulaire).

Correction V [005216]

Exercice 9 **

Résoudre dans R I’équation \/x—i— 2v/x—1+ \/x— 2vV/x—1=1.

Correction V [005217]

Exercice 10 **** Sous groupes de (R, +)

1. Montrer que les sous groupes du groupe (R, +) sont soit de la forme aZ, a réel donné, soit denses dans
R.

Indication : pour G sous-groupe donné de (R, +), non réduit a {0}, considérer a = Inf (GN|0; +oo[) puis
envisager les deux casa=0eta > 0.

(Definition : G est dense dans R si et seulement si : (Vx € R, Ve >0, Iy € G/ [y —x| < €).
2. Application 1. Montrer que {a+b+/2, (a,b) € Z?} est dense dans R.
3. Application 2 (groupe des périodes d’une fonction).

(a) Soit f une fonction définie sur R a valeurs dans R. Montrer que I’ensemble des périodes de f est
un sous groupe de (R, +) (ce sous-groupe est réduit & {0} si f n’est pas périodique).

(b) Montrer qu’une fonction continue sur R qui admet 1 et v/2 pour périodes, est constante sur R.

Correction V [005218]

Exercice 11 **




Montrer que {r, r € Q} est dense dans R.
Correction ¥ [005219]

Retrouver cette fiche et d’autres exercices de maths sur exo7 .emath.fr
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Correction de ’exercice 1 A

1. Soient m et n deux entiers naturels supérieurs a 2.

Um e Q< Ia,b) € (N)2/ /m = g & 3(a,b) € (N*)?/ " = mx b".

Tout d’abord, si b =1, m = a" et m est une puissance n-ieme parfaite. Ensuite, a = 1 est impossible car
m x b" > 2. Supposons alors que a et b soient des entiers supérieurs a 2 (et que a” = m x b"). L’exposant
de tout facteur premier de a” ou de " est un multiple de n et par unicité de la décomposition en facteurs
premiers, il en est de méme de tout facteur premier de m. Ceci montre que, si y/m est rationnel, m est une
puissance n-ieéme parfaite. Réciproquement, si m est une puissance n-ieme parfaite, v/m est un entier et
en particulier un rationnel. En résumé :

Y(m,n) € (N\ {0,1})2, ¢/m € Q & /m € N < m est une puissance n -ieme parfaite.

Par suite, si m n’est pas une puissance n-ieme parfaite, v/m est irrationnel.

log2 € Q = 3(a,b) € (N*)?/ log2 = g = J(a,b) € (N*)?/ 10Y* =2 = J(a,b) € (N*)?/ 10° = 2°
= J(a,b) € (N*)?/ 5¢ =202,

Puisque 5¢ > 1, ceci impose b —a € N*. Mais alors, 1’égalité ci-dessus est impossible pour a # 0 et
b # 0 par unicité de la décomposition en facteurs premiers d’un entier naturel supérieur ou égal a 2. On

a montré par 1’absurde que
log?2 est irrationnel. I

3. Supposons par I’absurde que 7 soit rationnel. Il existe alors deux entiers naturels non nuls p et g tels que
T = g. Pour 7 entier naturel non nul donné, posons

1 7 ) 1 [rla )
L=— [ X'(p—qx)'sinxdx= —/ x"(p—gx)"sinx dx.
n!Jo n! Jo

e Tout d’abord, pour 0 < x < 5, ona0<x(p—gx)= 2% (p - 2% X q) = %, et donc (puisque 0 < sinx < 1

pour x € [0, 7]),

1 rrla / p2\" z /2 \"
oglngf/ PY oax==(2)
n! Jo 4q n! \ 4q
n
D’aprés le résultat admis par I’énoncé, (%) tend vers 0 quand n tend vers +oo, et donc d’apres le

théoréme de la limite par encadrement, la suite (1,) converge et lim,,_, ;.. [, = 0. ® Ensuite, puisque pour
x élément de [0, ], on a X" (p — gx)" sinx > 0, pour n entier naturel non nul donné, on a

R 0 134 0 1 (37 =\ [p P "1
I"_H/o xX"(p—gx) smxafxzn!/n/4 xX"(p—qx) Slnxdxza i @ P—@X‘I \ﬁ

T 3p2\"
- <p> > 0.
2¢/2n! \ 164
Donc, Vn € N, I, > 0. e Vérifions enfin que, pour tout entier naturel non nul n, [,, est un entier (relatif).

Soit P, = %x” (p — gx)". P, est un polyndme de degré 2n et O et § sont racines d’ordre n de P, et donc,

pour 0 < k < n, racines d’ordre n — k de P,Ek). En particulier, P,Ek) (0) et Pn(k) (f]l) sont, pour 0 < k < n,

des entiers relatifs. De méme, puisque deg P, = 2n, pour k > 2n+ 1, Pn(k) > 0 et en particulier, Pn(k) (0) et
Pn) (%) sont, pour k > 2n+ 1, des entiers relatifs. Soit k un entier tel que n < k < 2n.

4



1 l i i - C;z n—i i i n+i & Cftin 2n—k k—n k—n
X' (p—qx)" fx"Z Vigx' =) —p" (=g = ) =t (=) g
i=0 """ k=n :

On sait alors que

k!
PP (0) = k! x (coefficient de x*) = (— 1)k SR

ce qui montre que P (0) est entier relatif (puisque n < k < 2n). Puis, comme B, <f —x) = P,(x), on
a encore P¥ (g —x) = (—1)"P,5 )(x) et en particulier P <5> = (—l)kP,g )(0) € Z. On a montré que
pour tout entier naturel k, P,Sk) (0) et P,Sk) (g) sont des entiers relatifs. Montrons alors que I, est un entier

relatif. Une premiére intégration par parties fournit : I, = [—P, (x) cos x|/ 4 [/ P! (x) cos x dx. cos prend
des valeurs entieres en 0 et % = m de méme que P,. Par suite,

p/a
LeEls / P, (x)cosx dx € Z.

Une deuxiéme intégration par parties fournit : [ /4 pr  (x) cosx dx = [P)(x) sinx]g/ Ty /4 P/ (x)sinx dx.
sin prend des valeurs entiéres en 0 et Z = 7, de méme que P, et

vle
I,,EZ<:>/ P/(x)sinxdx € Z.
0

En renouvelant les intégrations par parties et puisque sin et cos prennent des valeurs entieres en O et = de
méme que les dérivées succesives de P,, on en déduit que :

p/q (2n) )
I, €7 & P, (x)sinx dx € Z.
0

Mais,

Pl oy, pla 1 .
ot (x)smxdx:/ —(—q)"(2n) sinxdy = 2(=q)"(2m) (20— 1)...(n+1) € 7,
0 0 .

Donc pour tout naturel n, I, est un entier relatif, strictement positif d’apres plus haut. On en déduit que
pour tout naturel n, I, > 1. Cette derniere constatation contredit le fait que la suite (I,) converge vers 0.
L’hypothese 7 est rationnel est donc absurde et par suite,

T est irrationnel. '

. Montrons par récurrence que : Vn € N, e =} 0 nt fo
o dt—e—l et donc, e = 1+ [y e dt = ¥)_ om +j0
Yioom+ fo ,,y “¢' dr. Une intégrations par parties fournlt

11y el U s S BT B L
/o T Cd= [(n+1)><n!e]o+/() (n+1)!edt_(n+1)!+/() CES

et donc,

¢ dt. e Pour n =0, fo Lot dr =
¢ dt. e Soit n > 0. Supposons que e =

n' n'

"o 1 1(1_t)n+1 n+1 n+1
e=)Y —+ +/ —— +/ dt.
kg{)k! (n+1)!  Jo (n+1)! k‘ n+1

Le résultat est ainsi démontré par récurrence. Soit n un entier naturel non nul. D’apres ce qui précede,

l—t y Ta-n" e 3
0<e_zk' / dt<€/o a T S




Supposons alors par I’absurde que e soit rationnel. Alors, il existe (a,b) € (N
naturel non nul quelconque. D’apres ce qui précede, ona 0 < § — Y kl <
apres multiplication des trois membres par bn!

*)? / e = 7. Soit n un entier

n+1)' , CE qlll s’écrit encore

0<axnl—bY] o <5

En particulier, pour n=23b,onal<ax(3b)!— bZiiO <3kb!) < 3b+] < 1. Mais ceci est impossible car

axn!— bZk 0 k, ! est un entier relatif. Il etait donc absurde de supposer que e est rationnel et finalement,

e est irrationnel. '

. Une équation du troisieme degré dont les solutions sont cos 7, cos *Z et cos 67

(X —cos 22)(X — cos *£) (X — cos 67”) =0,

est

ou encore

3 2n 4w 671 2r 4rm 2r 67 4t 61 2n 4w 67
X" — | cos— +cos— +cos— X2 + [ cos — cos — +cos— cos — +cos — cos — | X —Cc0oS — CcOS — COS —
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7

Calculons alors ces trois coefficients. Soit @ = ¢2™/7. Puisque ®’ = 1 et que @ + ©* + ®° + ©* + @° +
®® = —1, on a d’apres les formules d’EULER

cosz—ﬂ+cos4—ﬁ+cos6—n—l(a)Jra)6+a)2+a)5+w3+w4)——l
7 7 72 2

puis,
2 4Am 2 6w 4 6m 1
cos7cos7+cos7cos7+Cos7cos7:Z((w+w6)(a)2+w5)+(a)+a)6)(a)3+a)4)+(w2+a)5)(a)3+w
1
:Z(( +0°+ o+ o)+ (0 + @ + 0"+ 0°) + (0 + 0° + 0 + 0%))
211
42
et enfin,

21 4w or 1

COS —= €08 —- €08 —~ = §(

1 1
:g(w3+a)6+w+w4)(w3+w4):g(w6+1+w2+w3+w4+w5+l+w):—

o+ 0°)(0? + 0°)(0® + 0*)

2% cos 2% et cos & sont donc solution de I’équation X3+ %XZ — %X — é =0 ou

Les trois nombres cos =, >

encore de 1’équation

8X> +4X2 —4X —1=0.

Montrons que cette équation n’admet pas de racine rationnelle. Dans le cas contraire, si, pour p entier
relatif non nul et g entier naturel non nul tels que p et g sont premiers entre eux, le nombre r = qu est racine
de cette équation, alors 8p> +4p?q —4pg® — q* = 0. Ceci peut encore s’écrire 8p> = g(—4p*> +4pq+q°)
ce qui montre que ¢ divise 8p>. Comme g est premier avec p et donc avec p3, on en déduit d’apres le
théoréme de GAUSS que ¢ divise 8. De méme, I’égalité ¢° = p(8p? +4pq — 44> ) montre que p diVise 7
et donc que p divise 1. Ainsi, p € {—1,1} etg € {1,2,4,8} ou encore r € {1 ,2, %,}1, e 8, 8}
On vérifie alors aisément qu’aucun de ces nombres n’est racine de I’équation considérée et donc cette
équation n’a pas de racine rationnelle. En particulier,



cos 27” est irrationnel.

6. On sait que v/2, /3 et v/5 sont irrationnels mais ceci n’impose rien a la somme v/2 4+ /3 4+ 1/5. Soit
a=v2+V3+V5.

a=V2+V3+V5= (- V2> = (V3+V5)? = a® —2vV20+2=8+2V15
= (a® —2V20 - 6)* = 60 = a* + 8a* — 24 = 4V 2a(a* — 6)
Si maintenant, on suppose que ¢ est rationnel, puisque /2 est irrationnel, on a nécessairement o (> —

6) = 0 (dans le cas contraire, V2 = % € Q). Mais a n’est ni 0, ni —\@, ni v6 (car o >
2+3+4+5=10>6). Donc

V2 ++/3 + /5 est irrationnel. I

Correction de I’exercice 2 A

A et B sont deux parties non vides et majorées de R et admettent donc des bornes supérieures notées respecti-
vement ¢ et 3. Pour tout (a,b) € Ax B,onaa+b < a+ . Ceci montre que A + B est une partie non vide et
majorée de R, et donc que sup(A + B) existe dans R. (De plus, puisque ¢ + 3 est un majorant de A+ B, on a
déja sup(A+B) < a+ B). Soit alors € > 0. Il existea c AetbcBtelsque o« — 5 <a<aetf—5<b<p,
etdonctelsque x+ B —e<a+b<o+p.

En résumé,

(W) V(a,b) EAxB, a+b<a+PBet(2)Ve >0, Ia,b) EAxB/a+b>a+p—c¢.

On en déduit que

sup(A+B) = a+ 3 =sup A+sup B.

Pour les bornes inférieures, on peut refaire le travail précédent en I’adaptant ou appliquer le résultat précédent
aux ensembles —A et —B car InfA = —sup(—A).

Correction de I’exercice 3 A

Posons pour 1 entier naturel non nul u, = X +(—1)" de sorte que A = {u,, n€N*} = {0, 1 + 1, - 1,1 + 1,1 —1,..}.
Pour n > 1, up, = 1+ ﬁ Donc Vn € N*, 1 < up, < % Pour n > 1, upp—1 = -1+ an_l. Donc Vn € N*,

—1 < upp_1 < 0. Par suite, Vn € N*, —1 < u, < % Donc, sup A et inf A existent dans R et de plus —1 <

infA <supA < % Ensuite, % =uy € A. Donc,

supA:maXA:%. I

Enfin, pour chaque entier naturel non nul n, ona —1 < infA < up,— 1 = —1+ 2;1%1 On fait tendre n tend vers

I’infini dans cet encadrement, on obtient

(cette borne inférieure n’est pas un minimum).

Correction de I’exercice 4 A




Posons B = {|y — x|, (x,y) € A%}. A est une partie non vide et bornée de R, et donc m = inf A et M = sup A
existent dans R. Pour (x,y) cA2 onam<x<Metm <yM,etdoncy—x <M —metx—y <M —mouencore
|y — x| < M — m. Par suite, B est une partie non vide et majorée de R. B admet donc une borne supérieure. Soit
€ > 0. Il existe (xo,y0) € A% tel que xo < inf A+ § et yo > sup A — 5.

Ces deux éléments x et yo vérifient,

€ €
[yo —xo| > yo —x0 > (supA—E) — (ian+§) =supA—infA—e.
En résumé,
1. V(x,y) €A2, |y—x| <supA—infA et
2. Ve >0, I(x,y) €A%/ |y—x| >sup A —infA —e.
Donc, sup B =sup A —inf A.

sup {|[y—x|, (x,y) € A%} = sup A —inf A.

Correction de I’exercice 5 A

1. AN B peut étre vide et on n’a rien a dire. Supposons donc AN B non vide. Pour x € ANB, on a
x <supA et x <sup B et donc x < min{sup A,sup B}. Dans ce cas, sup(A N B) existe et sup(ANB) <
min{sup A, sup B}. On ne peut pas améliorer. Par exemple, soitA = [0,1]NQ et B= ([0,1]N(R\Q))U
{0}.OnasupA=1,supB=1,ANB = {0} et donc sup(ANB) =0 < 1 =min{sup A, sup B}.

2. Pourx € AUB, on ax < max{sup A,sup B}. Donc sup(AUB) existe dans R et sup(AUB) < max{sup A, sup B}.
Inversement, supposons par exemple sup A > sup B de sorte que max{sup A,sup B} = sup A. Soit alors
€>0. Il existe a € A tel que supA — € < a < supA. a est dans A et donc dans AU B. En résumé,

Vx € (AUB), x < max{sup A,sup B} et Ve > 0, 3x € (AUB)/ max{sup A,sup B} —& < x et donc

sup(AUB) = max{sup A, sup B}.

3. D’apres ’exercice 2, sup(A + B) = sup A +sup B.

4. Pour sup(AB), tout est possible. Par exemple, si A = B =] — o0, 0] alors sup A = sup B = 0, mais AB =
[0, +oo[ et sup(AB) n’existe pas dans R.

Correction de I’exercice 6 A
Soient k un entier naturel non nul et n un entier naturel supérieur ou égal a k.

(n+10><k!> (n+10x k) (n+10 x k! —1)...(n+ 10 x k! —k+1)

k k!
—1)...(n—k+1)+10x k! xK
= n(n—1)...(n ; )+ 10x K X (pour un certain entier K)
:n(n—l)...(n—k+1)+10K: ™\ L 10K
k! k
10 x k! 10 x k!
La différence (n—i— r % ) — <Z> est donc divisible par 10. Par suite, (n—i— r % ) et <Z> ont méme

chiffre des unités en base 10. Ainsi, Vn > k, u,110xx = u, et donc la suite u est donc 10k!-périodique. On sait

alors que
0, gty Uyyp... est rationnel. I




Correction de ’exercice 7 A

Pourn =1, Zi”ol kii = —%:%et Z,%inH%:%.L’identité proposée est donc vraie pour n = 1.
k
Soit n > 1. Supposons que Y3, kﬂ =Yt
On a alors
2(n+1)—1 R e Y 1 1 2n 1 1
)3 (k)lz (k)l 21 2 2:Z%+2 1 2(n+1
= + = k+ n+ n+ . n+ (n+1)
1 2n+1 1 1 2n+1 1 "+1
+ + = -
Tl k;‘er 2n+1) 2 n+2k 2”"’2 k;—l

On a montré par récurrence que Vr > 1, Zi" 01 =T + 1 Zk nil % ! (identité de CATALAN).

Correction de ’exercice 8 A

1. Siles by sont tous nuls, I’inégalité est claire. Sinon, pour x réel, posons

J() = Xhoy (@ +xby)* = (X b)) +2 (L) awbi) x+ Xy .

f estun trindme du second degré de signe constant sur R. Son discriminant réduit est donc négatif ou nul

ce qui fournit :
2
n n n
= Z akbk - Z a% Z b% R
k=1 k=1 k=1

ou encore |Y}_; arbi| < \/22:1 az \/22:1 b?, qui est I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

2.

+ Z b;
k=1
< iai—FZ\/% Y b2+ i b (CAUCHY-SCHWARZ)
k=1

etdone, /S (a+bi)? < \/Xi_y @ + /X4 b, qui est Iinégalité de MINKOWSKL.

Correction de I’exercice 9 A

Pourx> 1, x+2\/ﬁ_x—1+2\/xf+1 =(vVx—1+1)2>0.Deméme, x—2v/x— 1= (v/x—1—1)2>0.

Donc, si on pose f(x) = Vx+2vx—1+ /x—2vx—1, f(x) existe si et seulement x > 1 et pour x > 1,
()—\/7+1+\\/f—1\.Parsu1te,

f=levx—1+|Vx—1-1=0&vVx—1=0etvx—1-1=0&vVx—1=0etVx—1=1,

ce qui est impossible. L’équation proposée n’a pas de solution.

Correction de ’exercice 10 A




1.

3.

Soit G un sous groupe non nul de (R,+) ({0} = 0.Z est du type voulu). Il existe dans G un réel non nul
xo. Puisque G est un sous groupe de (R,+), le réel —xg est aussi dans G et ’un des deux réels xp ou —xo
est strictement positif. Soit alors A = GN|0, +oo[. D’apres ce qui préceéde, A est une partie non vide et
minorée (par 0) de R. A admet donc une borne inférieure que 1’on note a.

ler cas. Si a = 0, montrons dans ce cas que G est dense dans R (c’est par exemple le cas de (Q,+)).
Soient x un réel et € un réel strictement positif. Puisque inf A = inf(GN]0,+eo[) = 0, il existe dans G
un élément g tel que 0 < g < €. Puis il existe un entier relatif n tel que ng <x—¢€ < (n+ 1)g a savoir

an(%). Soity = (n+1)g. D’une part, yestdans G (sin+1=0, (n+1)g=0€G,sin+1>0,
(n+l)g=g+g+..+g€Getsin+1<0, (n+1)g=—(—(n+1)g) € G) et d’autre part

x—e<(n+l)g=ng+g<x—e+e=x.
On a montré que Vx € R, Ve >0, Iy € G/ x— € <y < xetdonc

si G # {0} et si inf (GN]0,+o0[) = 0, G est dense dans R.

2eme cas. Si a > 0, montrons dans ce cas que G = aZ. Pour cela, montrons tout d’abord que a est dans
G. Mais si a n’est pas élément de G, par définition de a, il existe un réel x dans GN|a, 2a| puis il existe un
réel y dans GN]a, x[. Le réel x —y est alors dans GNJ0, a] ce qui est impossible. Donc a est élément de G.
Montrons alors que G = aZ. Puisque a est dans G, G contient encore a +a = 2a, puis a+a+a = 3a et
plus généralement tous les na, n € N*. Puisque G contient aussi les opposés de ces nombres et également
0 =0 X a, G contient finalement tous les na, n € Z. On a ainsi montré que aZ C G. Réciproquement, soit
xunélémentde Getn=F (%) (€Z). Alors,n <2 <n+1puis 0 <x—na < a.Or, xestdans G et na est
dans G. Donc, x — na est dans GN [0,a[= {0}, puis x = na € aZ. On a ainsi montré I’inclusion contraire
et donc G = aZ.

siinf (GNJ0,+eo[) =a > 0, G = daZ.

. Soit G = {a+bV/2, (a,b) € Z?}. On vérifie aisément que G est un sous-groupe de (R,+). Maintenant,

la formule du bindbme de NEWTON montre que, pour chaque entier naturel »n,
(V2 —1)" € GNJ0, +o9].

Or, 0 < v/2—1 < 1 et donc lim,,_, 1o (/2 — 1)" = 0. Ceci montre que inf(GN]0; 4-o0[) = 0 et donc que G
est dense dans R.

(a) Soit f une application de R dans Ret Gy ={T € R/ Vx € R, f(x+T) = f(x)}. 0 est élément de
Gy (et c’est méme le seul élément de G si f n’est pas périodique) et donc G # @. De plus, si T et
T’ sont deux éléments de G alors, pour x réel donné :

fa+H(T-T))=f(x=TN+T)=fx—-T) = fx—T'+T') = f(x),

et T — T’ est encore un élément de G. On a montré que

G est un sous groupe de (R,+).

(b) Soit f une application de R dans R admettant 1 et v/2 pour périodes. G  contient encore tous les
nombres de la forme a + bv/2, (a,b) € Z? et est donc dense dans R. Montrons que si de plus f
est continue sur R, f est constante. Soit x un réel quelconque. On va montrer que f(x) = f(0).
Remarque préliminaire : soit 7 une période strictement positive de f. Il existe un entier relatif p tel
que pT <x < (p+ 1)T a savoir p=FE (%) On a alors f(x) = f(x—pT) avec 0 < x—pT < T.
Soit alors n € N*. Puisque Gy est dense dans R, il existe dans G un réel 7, tel que 0 < 7, < %

(ce qui implique que lim, 17, = 0). Mais alors, puisque 0 < x — E (%ﬂ) T, < T,, on a aussi

lim,, i x —E (%.) T,, = 0. Maintenant, la suite ( f (x—E (%) Tn)> . est constante égale a
n

f(x)) et donc convergente vers f(x). On en déduit que
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fx) = ngffwf <X—E <;§1> Tn) =f <ngr£w <x—E (;;) Tn>> (par continuité de f en 0)
= f(0)

ce qu’il fallait démontrer.

Correction de ’exercice 11 A

Soient x un réel et € un réel strictement positif. On a /x < v/x+ €. Puisque Q est dense dans R, il existe un
rationnel r tel que /x < r < v/x+ € et donc tel que x < r* < x+ &, par stricte croissance de la fonction 7 + ¢3

sur R. On a montré que
{r3, r € Q} est dense dans R. I
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