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Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
1: Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 ***]

—TI7 1
Calculer a, =[j_, sin
concernant a.
Correction ¥ [005313]

km

o by =TTj— cos(a+ %”) etc, =[I;_, tan(a+ %”) en éliminant tous les cas particuliers

Exercice 2 ***

On pose @y = e***/" et 0 = 142X + ... +nX""'. Calculer HZ;(l) O(ay).
Correction V¥ [005314]

Exercice 3 ***

Montrer que Y~ cotan?(Z +X2) = n(n—1). (Indication. Poser x = cotan?(Z + ) puis trouver un polynéme

dont les x; sont les racines.)
Correction ¥ [005315]

Exercice 4 **%*]

1. Soient p un entier naturel et a un réel. Donner le développement de (cosa+isina)?”*! puis en choisissant

astucieusement a, déterminer Zle cotan? 5 ;L . En déduire alors Z,le ﬁ
2p+1

2. Pour n entier naturel non nul, on pose u, =Y ;_, kiz Montrer que la suite (u,),en+ converge (pour majorer
u,, on remarquera que kiz < ﬁ).

3

4. En déduire un encadrement de u,, puis la limite de (u,).

1
sinx*

3. Montrer que pour tout réel x de ]0, Z[, on a cotanx < 1 <

Correction V¥ [005316]

Exercice 5 **IT

Déterminer le PGCD de X0 — 7X*+8X3 —7X +7 et 3X° —7X3 +3X2 7.
Correction V¥ [005317]

Exercice 6 **T
Pour quelles valeurs de I’entier naturel n le polyndme (X + 1)" — X" — 1 est-il divisible par X>+X +17?
Correction V¥ [005318]

Exercice 7 ***
Soit P un polyndme a coefficients réels tel que Vx € R, P(x) > 0. Montrer qu’il existe deux polynémes R et S
a coefficients réels tels que P = R> + S°.
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Correction V [005319]

Exercice 8 **
Soit P un polyndme différent de X. Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — X.
Correction ¥ [005320]

Exercice 9 ***
Soit P un polynéme a coefficients entiers relatifs de degré supérieur ou égal a 1. Soit n un entier relatif et
m = P(n).

1. Montrer que Vk € Z, P(n+ km) est un entier divisible par m.

2. Montrer qu’il n’existe pas de polyndmes non constants a coefficients entiers tels que P(n) soit premier
pour tout entier 7.

Correction V [005321]

Exercice 10 *** Polyndmes P vérifiant P(Z) C Z
Soit E la partie de C[X] formée des polyndmes P vérifiant Va € Z, P(a) € Z.

1. On pose Py = 1 et pour n entier naturel non nul, P, = %Hﬁzl (X 4+ k) (on peut définir la notation P, =
Cx1nn). Montrer que Vn € N, P, € E.

2. Montrer que toute combinaison linéaire a coefficients entiers relatifs des P, est encore un élément de E.
3. Montrer que E est I’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients entiers relatifs des P,.

Correction V [005322]

Exercice 11 ***
Division euclidienne de P = sinaX” — sin(na)X + sin((n — 1)a) par Q = X> —2X cosa + 1, a réel donné.
Correction ¥ [005323]

Exercice 12 ****] Théoréme de LUCAS

Soit P € C[X]| de degré supérieur ou égal a 1. Montrer que les racines de P’ sont barycentres a coefficients
positifs des racines de P (on dit que les racines de P’ sont dans 1’enveloppe convexe des racines de P). Indica-
tion : calculer %.
Correction ¥ [005324]

Exercice 13 ***
Trouver tous les polynémes divisibles par leur dérivée.
Correction V¥ [005325]

Exercice 14 ***T

Trouver un polyndme de degré 5 tel que P(X) + 10 soit divisible par (X +2)3 et P(X) — 10 soit divisible par
(X —2)3.
Correction V [005326]

Exercice 15 ***]

Trouver les polyndmes P de R[X] vérifiant P(X?) = P(X)P(X + 1) (penser aux racines de P).
Correction ¥ [005327]

Exercice 16 **T

Déterminer a € C tel que P = X° — 209X + a admette deux zéros dont le produit vaut 1.
Correction V [005328]




Exercice 17 ***T

Soit (ar)1<k<s la famille des racines de P = X° 4 2X* — X — 1. Calculer 22:1 “k—f%

a

Correction V [005329]
Exercice 18 **
Résoudre dans C3 (resp. C*) le systeme :
x+y+z+t=0
=1
. T p ) P24 =10

N XY+ =0

V= gyttt =26
Correction V [005330]
Exercice 19 **T
Trouver tous les polyndmes P vérifiant P(2X) = P'(X)P"(X).
Correction V [005331]
Exercice 20 **
Factoriser dans C[X] le polyndme 12X* + X3 +15X2 — 20X + 4.
Correction V¥ [005332]

Exercice 21 ***

Soit n € N*. Montrer que (X — 1)?* — X" 42X — 1 est divisible par 2X> —3X? + X puis déterminer le quotient.

Correction ¥ [005333]
Exercice 22 **]

Déterminer deux polynémes U et V vérifiant UX" + V(1 —X)" = 1 etdeg(U) < metdeg(V) < n.

Correction ¥ [005334]

Retrouver cette fiche et d’autres exercices de maths sur exo7 .emath.fr
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Correction de ’exercice 1 A
1. Soitn>2.0na

4 | i n —ikm/n - n —2ikm/n
Hz k7r/ —e kn/ — l;Il kir/ H —e 2ikm/ )

Maintenant,
—1 i )
Helkn'/n _ en (I142+...+(n—1)) _ —e n(n—l)/Z(ezn'/Z)n—l _ in—]7
k=1
et donc 21" o= § ! ’k”/”—%.

Il reste a calculer [T{Z; (1 — e~ 2k®/m),

1ére solution. Les ¢ 2%%/" 1 < k <n—1, sont les n — 1 racines n-iémes de 1 distinctes de 1 et puisque
X"—1=(X-1)(1+X+...+X"1), ce sont donc les n — 1 racines deux deux distinctes du polynéme
1_—12—757(#—1[— e + X1 Par suite, 14+ X + ... + X" = [T{Z] (X — e 2%™/m) et en particulier [T/—} (1 —
e M) =14+1...+1=n.

2eme solution. Pour 1 <k <n-—1,posons zz =1 — e 2kn/n 1 eg 7y sont deux a deux distincts et racines
du polyndme P = (1 —X)"—1=—X+ ...+ (=1)"X" = X(—n+X — ... + (—1)"X""!). Maintenant,
7=0& e~ 2ikn/n — | <kenZ(cequin'estpaspour 1 <k <n—1).Donc,les z, 1 <k <n—1,sont
n— 1 racines deux & deux distinctes du polyndme de degré n—1: —n+X — ...+ (—1)"X"~!. Ce sont
ainsi toutes les racines de ce polyndme ou encore

X (DX = (1 T - ).

En particulier, en égalant les coefficients constants,

n—1
=D)" (=" Tax=—n,
k=1

—2ik7r/n) —

et donc encore une fois HZ;II (1—e n.
Finalement,
n—1
. km n
Vn>2, Hsm; = 2
k=1
2. Soit n un entier naturel non nul.
noq . - . - 1 .- . - n Y -
bn:HE(ez(a+n)+e z(a+n)) _ ?He i(a+*%) (e z(a+n)+1)'
k=1 k=1 k=1
Ensuite,
fle—i(a-‘r%ﬂ) e—ma —7(1+2+ +n) _e—ma —l(n+1)7‘£/2
k=1
D’autre part, soit P = [T?_ (X + & a+i)) = M, (X— (- 2(@+1))). Pour tout k, on a (—e%(@+ 5 ) =

(—=1)e 2ina Par suite, les n nombres deux a deux distincts ezj(“J“k?”, 1 <k < n sontracines du polyndme
X" — (—1)"e*"4, de degré n. On en déduit que, P = X" — (—1)"e?",
Par suite, [T}_, (¢X(@+75) + 1) = P(1) = 1 — (—1)1¢2ina = | — g2inatnm_pyig

1 1

b, = ?e—inae—i(n-l—l)ﬂ:/Z( 21na+n7r) o (e—i(na+(n+l)%) o ei(nu—&-(n—l)%))
1 —i(na+(n+1)% i(na+(n+1)% Cos(na—i—(n—i—l)ﬁ)



k k
¢ est défini < Vk € {1,...,n}, a+—” ¢ §+nZ<:>w<eN, a——n—l—E—HtZ(:)agég—i—EZ
n n

2
. . 1 o2 (a+km/n) _
Pour les a tels que ¢, est défini, ona ¢, = []}_; - m
2i(atkm/n) “’" L.Onadonc ¢, = LTT0_, 2

Pour 1 <k < n, posons @, =e puis z; =

Puisque z = gi—;}, onaw(l—z) =14z et donc, pour 1 <k <n, of (1 —z)" = (1 +zx)" ou encore,
les z; sont racines du polynéme P = (1+X)" — ¢%"¢(1 — X)". Maintenant, les a + *Z sont dans [a,a + ]

et donc deux a deux distincts puisque la fonction tangente est injective sur tout 1ntervalle de cette forme.
ler cas. Sie?n@ £ (—1)" alors P est de degré n et P = (1 — (—1)"e*")[]¢_, (X — z). En évaluant en 0,

on obtient
n
(1 . (_l)neZzna) (_Zk) =1 _eZma'
k=1
D’ou,
H L—g?na [ —glna gima —2isin(na) 1 sin(na)
Tk = n — e2ina ~ oinT _ p2ina ~ ,inm/2 pina —2isinn(a _ %) Ton sinn(a— %) )

Finalement, ¢, = (— 1)"%

Si n est pair, posons n =2p, p € N*. ¢, = ¢z, = % =(=1)~.

Si n est impair, posons n=2p + 1. ¢, = c2p41 = (—1) tan((2p + 1)a).
2&me cas. Sie?™ = (—1)", alors 2na € n7+ 2717 ou encore a € 2+ mZ. Dans ce cas, c, n’est pas défini.

Correction de I’exercice 2 A
Tout d’abord

X1, (m+DX"(X-1)-X"""  aX"'—(n+1)X"+1

O=(1+X+..+X") =(

X—17 (X —1)2 B (X —1)2
Ensuite, @y = 1 et donc, Q(wp) = 1+2+...+n= "("H) . Puis, pour 1 <k <n-—1, ax # 1 et donc, puisque
o =1,
(@) = noft — (n+ 1 +1 noy—(m+1)+1 _ n
g (wp—1)2 T (=12 a1

Par suite,

n—1 n—1

n(n+1 n "(n+1
k=0 k=1 Ok — 2Hk (o —1)

Mais, X"—1=(X—1)(1 +X+ .+ X" 1) et d’autre part X" — 1 = [T/} (X — eX¥/") = (X — ) TT}Z] (X — ).
Par intégrité de R[X], [T—1 (X — **™/") =1+ X + ...+ X"~ (Une autre rédaction possible est : Vz € C, (z—
DI (z— ) = (z —1)(1+z+ A" HetdoncVze C\ {1}, T} (z— @) = 1 +2+...+2"~ 1etﬁnalement
VzeC, [T } (z—ag) = 14z+... 47" car les deux polynomes ci-contre coincident en une infinité de valeurs
de z.)

En particulier, [T{_{ (1 — @) = 1 + 12+ ...+ 1"~! = n ou encore [T{_{ (@ — 1) = (—1)"~'n. Donc,

nl _ n(n+1) 1 B (=)' n+1)
,E)Q(w") T T2 (Cipn 2 '

Correction de I’exercice 3 A

Il faut prendre garde au fait que les nombres x; = cotanz(z—’; + kf) ne sont pas nécessairement deux a deux
distincts.




ler cas. Si n est pair, posons n = 2p, p € N*.

km. 2! ,, T km
Sy = Zcotan 2p)+ chotan (E—I—ZP)
L hm ol T (Q2p—-1-knx
= Zcotan —)+ Zcotanz(——l—u)
4p 2p par 4p 2p

Or, cotanz(% + W) = cotan?(r — £ — 4%) = cotanz(ﬁ + %) etdonc S, = 22?;3 cotan?( X + &%),
Mais cette fois ci,
(p—l)m (2p—1)m 2pm

km T
0<k<p-1l=0< E 1 - < —_
p 4p +2p_4p+ 2p 4p 4p 2

et comme, la fonction x — cotan?x est strictement décroissante sur 10, %[, les x;, 0 < k < p—1, sont deux a
deux distincts.

Pour 0 < k < p— 1, posons y; = cotan(% + &%),

okHD)im/Ap | g
Ve = ke yin/ap |

= e+ i) = PV (e — i) = (1) (e = ) = —(y— i)
= Gk +i)P+ =) =0= 207" — Gy P4+ (-1)P) =0
= x; —Cgpx,’:_l +..+ (-1 =0.

= e(2k+l)i7r/4p(y —k— l) =ye+i

Les p nombres deux a deux distincts x; sont racines de 1’équation de degré p : z¥ — Cgpzp T4+ (=1)P=0
qui est de degré p. On en déduit que

o
Sp=2Y x=2C5,=n(n—1).
k=0

2¢me cas. Sin est impair, posonsn =2p+1, p € N.

km T & ) T km
= cotan +cotan” — + cotan +
Sn Z +1) 2p+l) 2 kzgﬂ (2(2p+1) 2p—|—1)
T krm
=2} cotan’( + )
kga 22p+1) 2p+1
La méme démarche amene alors a S, = 2C%p L =n(n—1).
Dans tous les cas,
n—1
T km
Z cotan?(— + —) =n(n—1).
frar 2n  n
Correction de I’exercice 4 A
1. Pour tout réel a,
] 2p+1
¢?r1a — (cosa+isina) ! = ) Cspin cos®? 1=V g(isina)’
j=0

puis



sin((2p+ 1)a) = Im(e/P+1a Z 2lf,ﬂcos P=1) a(—1)/sin>* g

km
2p+1°

Pour 1 <k < p, en posant a = on obtient :

km (—1)/sin®*! _kr
2p+1 2p+1

Vk e {l,...,p}, Z 2{,111005 p=J)

<3 Z et donc sin?’t! K

Ensuite, pour 1 <k < p,0<

2p+1 _kn
2p+1°

# 0. En divisant les deux membres de ()

2+1 2+1

par sin on obtient :

Vke{l,...p} i(_ chﬁlcotanZ(pfj)ki” _
) b ) :O 2 +1 2p+1

: 2 krm
Maintenant, les p nombres cotan i1 sont deux a deux distincts. En effet, pour 1 <k < p,0< 2p + 7 < 2

Or, sur |0, %[, la fonction x — cotanx est strictement décroissante et strictement positive, de sorte que la
fonction x — cotan®x est strictement décroissante et en particulier injective.

Ces p nombres deux a deux distintcs sont racines du polynéme P = Z?ZO(—I)J'C%ﬂX P=J  qui est de
degré p. Ce sont donc toutes les racines de P (ces racines sont par suite simples et réelles). D’apres les
relations entre les coefficients et les racines d’un polyndme scindé, on a :

k —C3 2p—1
Zcotan T__ IZPH :p( P )
= 2p+1 - O, 3
puis,
< < kx p2p—1) 2p(p+1)
= 1 4 cotan® =p+ = .
Z} sin? 2§11 kg’l( 2p+1) P 3 3

. Pour n entier naturel non nul donné, on a

Up+1 — Up

et la suite (un) est strictement croissante. De plus, pour n > 2,

no] " 1
””:,;PZH,;k <1+Z +Z——f =1+1--<2

La suite (u,) est croissante et est majorée par 2. Par suite, la suite (u,) converge vers un réel inférieur ou
égal a 2.

. Pour x élément de [0, 7], posons f(x) = x —sinx et g(x) = tanx —x. f et g sont dérivables sur [0, 7] et
pour x élément de [0, 2] f(x) =1—cosxet g'(x) =tan’x. f’ et g’ sont strictement positives sur |0, Z] et
donc strictement croissantes sur [0, 7]. Comme f(0) = g(0) = 0, on en déduit que f et g sont strictement
positives sur |0, 7[.

Donc, Vx €]0, 2], 0 < sinx < x < tanx et par passage a I'inverse Vx €]0, [, 0 < cotanx < 1 < L.
. Pour 1 <k<p,0< 5k 5 +1 <7 etdoncO<cotan2 5 < 2‘;}:1 < 'nlﬁ] . Puis, cotan? 2"11 < ((2’7;21) )kl—2 <
— L En sommant ces inégalités, on obtient
sin 2p+1
mp(2p—1)  w? km UM _ 2p(p+1)m?
cotan® <u,= =
32p+ 1) (2p+1)2 Z 2p+1 k; k2 (2p+1 )2 Zl sin’ z"il 3(2p+1)2




Les membres de gauche et de droite tendent vers 7 quand p tend vers I’infini et donc la suite (u,) tend

VErs F'

Correction de ’exercice 5 A
X0 —T7X448X3 —TX +7=(XO4+8X3+7)— (TX*+7X) = (X3 + DN(X3+7) - 7X(X3+1) = (X3 +1)(X3? -
TX +7) et 3X° —7X3 +3X*—7=3X*(X*+1) - 7(X*+1) = (X*+1)(3X> 7). Donc,

(X® —7X* +8X° —TX+T)A(BX° —TX} +3X> —7) = (X + ) (X} = TX +7) A (3X*> = 7)).

Maintenant, pour € € {—1,1}, (g4/1)° —7(8\@) +7= —(8%\/2) +7#0.
Les polynomes (X3 —7X +7) et (3X? —7) n’ont pas de racines communes dans C et sont donc premiers entre
eux. Donc, (X0 —7X*4+8X3 —7X + ) AN(3X° —7X3 +3X> - 7) = X3+ 1.

Correction de I’exercice 6 A
Soit n € N.

(X +1)" — X" — 1 est divisible par X> + X 4+ 1 < j et j* sont racines de (X +1)" — X" — 1
& jestracinede (X +1)"—X"—1
(car (X 41)" — X" ! est dans R[X])
S+ =/"—1=0& (=)' =" —1=0.

Sine€6Z, (—j*) —j"—1=-3#0.

Sin€l1+6Z, (—j2)"—j"-1=—j2—j—1=0.

Sin€246Z, (—j2) —j'—1=j—j>—1=2j#0.

Sin€3+6Z, (—2)"—j"—1=-3#0.

Sin€d+6Z, (—2)"—j"—1=2—j—1=22#£0.

Sin€5+6Z, (—2)"—j"—1=—j—j*—1=0.

En résumé, (X +1)" — X" — 1 est divisible par X> + X + 1 si et seulement si n est dans (1 +6Z)U (5 +67Z).

Correction de I’exercice 7 A
Soit P un polyndme non nul a coefficients réels.
Pour tout réel x, on peut écrire

k I
:AH(x—a, H x—zj)(x— Tj))ﬁf,
i=1 J=1

ol A est un réel non nul, k et [ sont des entiers naturels, les a; sont des réels deux a deux distincts, les o; et les 3;
des entiers naturels et les (x — z;)(x —Z;) des polyndmes deux a deux premiers entre eux a racines non réelles.
Tout d’abord, pour tout réel x, H5~:1 ((x—2z;)(x—2;))P > 0 (tous les trinomes du second degré considérés étant
unitaires sans racines réelles.)

Donc, (Vx € R, P(x) > 0) < (Vx € R, AT, (x —a;)% > 0).

Ensuite, si Vx € R, P(x) > 0, alors lim,_, . P(x) > 0 ce qui impose A > 0. Puis, si un exposant @; est im-
pair, P change de signe en q;, ce qui contredit I’hypothése faite sur P. Donc, A > 0 et tous les @; sont pairs.
Réciproquement, si A > 0 et si tous les @; sont pairs, alors bien sir, Vx € R, P(x) > 0.

Posons A = VAT, (x —a;)%/?. A est un élément de R[X] car A > O et car les a; sont des entiers pairs. Posons
ensuite Q) = H§ J(x—z)Piet Q) =TT% Go1(x— 7;)Pi. Q1 admet aprés développement une écriture de la forme
Q1 = B+iC ou B et C sont des polyndmes a coefficients réels. Mais alors, O, = B —iC. Ainsi,

P=A%Q0,0, = A*(B+iC)(B—iC) = A*(B* +C?) = (AB)* 4 (AC)* = R* 4 57,

ou R et S sont des polyndmes a coefficients réels.



Correction de I’exercice 8 A
Si P est de degré inférieur ou égal a 0, c’est clair.
Sinon, posons P =Y }_yarX kavec n € N*,

P(P(X)) — X = P(P(X)) — P(X) + P(X) ~ X = }_ a((P(X))} —X*) + (P(X) — X)
k=0
~ ;ak«mx»k—x") +(PX)—X),

Mais, pour 1 <k < n, (P(X))* —X*) = (P(X) — X)((P(X))* ' + X(P(X))*"2 + ... + X*¥~1) est divisible par
P(X)—X etil en est donc de méme de P(P(X)) — X.

Correction de ’exercice 9 A

1. Posons P = Zf:o a;X;oul > 1 etoules a; sont des entiers relatifs avec a; # 0.
l . l . l .
P(n+km) = Za,(n%—km)’ =) ai(n'+Kim) = Za[n’ +Km=m+Km=m(K+1),
i=0 i=0 i=0

ou K est un entier relatif. P(n+ km) est donc un entier relatif multiple de m = P(n).

2. Soit P € Z[X] tel que Vn € N, P(n) est premier.
Soit n un entier naturel donné et m = P(n) (donc, m > 2 et en particulier m # 0). Pour tout entier relatif
k, P(n+ km) est divisible par m mais P(n + km) est un nombre premier ce qui impose P(n -+ km) = m.
Par suite, le polyndme Q = P — m admet une infinité de racines deux a deux distinctes (puisque m # 0)
et est donc le polyndme nul ou encore P est constant.

Correction de ’exercice 10 A

1. Déja, Py est dans E.
Soit n un naturel non nul. P, = 1 (X +1)...(X +n) etdonc, si k est élément de {—1,..., —n}, P, (k) =0 € Z.
Si k est un entier positif, P, (k) = 3 (k+1)...(k+n) = G, EZL.
Enfin, si k est un entier strictement plus petit que —n,

1 1
P,(k) = ;(k+ 1)...(k+n) = (—1)";(—1(— 1)...(—k—n)=(=1)"C";_, € Z.
Ainsi, Vk € Z, Pk) € Z, ou encore PZ) C Z.
2. Evident
3. Soit P € C[X]\ {0} tel que Vk € Z, P(k) € Z (si P est nul, P est combinaison linéaire a coefficients entiers
des P).

Puisque Vk € N, deg(P;) = k, on sait que pour tout entier naturel n, (P;)o<k<, est une base de C,[X] et
donc, (Py)ren est une base de C[X] (tout polyndme non nul ayant un degré n, s’écrit donc de maniere
unique comme combinaison linéaire des F).

Soit n = degP.

Il existe n+ 1 nombres complexes ay,..., a, tels que P = agPy + ... + a,P,. 1l reste a2 montrer que les a;
sont des entiers relatifs.

L’égalité P(—1) est dans Z, fournit : ag est dans Z.

L’ égalité P(—2) est dans Z, fournit : ap — a; est dans Z et donc a; est dans Z.

L’égalité P(—3) est dans Z, fournit : ag — 2a; + a; est dans Z et donc a; est dans Z...



L'égalité P(—(k+ 1)) est dans Z, fournit : ag — ay + ... + (—1)*a; est dans Z et si par hypothése de
récurrence, do,..., di—1 sont des entiers relatifs alors a; I’est encore.

Tous les coefficients a; sont des entiers relatifs et £ est donc constitué des combinaisons linéaires a
coefficients entiers relatifs des P;.

Correction de ’exercice 11 A

On prend n > 2 (sinon tout est clair).

Q = (X — /) (X —e™@) est a racines simples si et seulement si e® # e~ ou encore e?“ # 1 ou enfin, a ¢ wZ.
ler cas. Sia € nZ alors, P=0=0.Q.

2¢me cas. Si a ¢ n7Z, alors

P(e') = sina(cos(na) +isin(na)) — sin(na)(cosa+isina) +sin((n — 1)a)

=sin((n— 1)a) — (sin(na)cosa — cos(na)sina) = 0.
Donc, e/ est racine de P et de méme, puisque P est dans R[X], e~ est racine de P. P est donc divisible par Q.
. . . . nil .
P =P—P(c) =sina(X" — ") —sin(na)(X — ") = (X — ') (sina | X"~ 1=keika _sin(na))
k=0
= (X —e)S.

Puis,

n—1 n—2 n—2—k
S= S_S(efm) — sing Z etka(anlfk o e*l(nflfk)a) _ sina(X _efla) Z elka( Z Xn727k7]efl]a)

k=0 k=0 j=0
) n—2 n—2—k o ] ) n—2 ] )
_ sina(X _efza) Z( Z X"*Z*k*./el(kfj)a) _ sina(X _efta) Z( Z et(kfj)a)xn72fl
k=0 j:O 1=0 k+j=I
— sma( ia Z Zet (2k—1)a Xn72fl
1=0 k=0
Maintenant,
zl: ol(2k=1) 4 — e—ilal — et _ sin(({+1)a)
= 1 — ¢2ia sina
Donc
S=sina(X —e ™ i (U+Da )X”_z_l =(X- e_i“)nizsin((l +1)a)x" !
& sina = ’
et finalement
] ) n—2 n—2
P=(X—-e")(X—-e' Z sin((k+1)a)X"">7F = (X*> —2X cosa+ 1) Z sin((k+1)a).
k=0 k=0

Correction de ’exercice 12 A

Soit P un polyndme de degré n superieur ou égal a 2.

Posons P=A(X —z1)(X — 22)...(X — z,) ot A est un complexe non nuls et les z; des complexes pas nécessai-
rement deux a deux distincts.
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n n
P
P2y ([l -z)=Y v
i=1 jAi i=1 <
et donc
P /! 1
F o Z X—Zi

Soit alors z une racine de P’ dans C. Si z est racine de P (et donc racine de P d’ordre au moins 2) le résultat est
clair. Sinon,

P(z) i - i 77
P(z) Hz-z Slz—zuf
En posant A; = ﬁ, (A; est un réel strictement positif) et en conjugant, on obtient Y7 ; A;(z —z;) = 0 et donc
Y, Aizi
7= 17/1 =bar(z; (A1), ., 20(An))-
i=1 i

Correction de ’exercice 13 A

On suppose que n = degP > 1.

On pose P =A(X —z1)(X — z2)...(X —z,) ot A est un complexe non nul et les z; sont des complexes pas
nécessairement deux a deux distincts.

D’apres I’exercice précédent, % =i X%Zk
Si P est divisible par P, 3(a,b) € C*\ {(0,0)}/ P = (aX +b)P' et donc I(a,b) € C*\ {(0,0)}/ & = L
ce qui montre que la fraction rationelle % a exactement un et un seul pdle complexe et donc que les z; sont
confondus.

En résumé, si P’ divise P, 3(a,A) € C2/ P=A(X —a)" et A #0.

Réciproquement, si P = A (X —a)" avec A # 0, alors P’ = nA (X —a)"~! divise P.

Les polyndmes divisibles par leur dérivée sont les polyndmes de la forme A (X —a)", A € C\ {0}, n € N*,
acC.

Correction de ’exercice 14 A

Soit P un tel polyndme. —2 est racine de P+ 10 d’ordre au moins trois et donc racine de (P + 10)’ = P’ d’ordre
au moins deux.

De méme, 2 est racine de P’ d’ordre au moins deux et puisque P’ est de degré 4, il existe un complexe A tel que
P =A(X —2)%(X +2)> = A(X*>—4)> = (X* — 8X? 4 16) et enfin, nécessairement,

(A, ) € CZ/P:l(éXS — §X3+16X)+/.L avec A # 0.

Réciproquement, soit P = l(éXS — %X3 +16X) + p avec A # 0.

P solution < P+ 10 divisible par (X 42)* et P— 10 est divisible par (X —2)*
S P(-2)+10=0=P(-2)=P"(-2)etP(2)+10=0=P'(2) =P"(2) & P(-2) = —10et P(2) = 10

A(=2+8-32)+pu=-10 _ 3264 _
{1(352—63“-%32)-%#:10 @,ufOet)L(?—?—i-?Q)—i-u—lO
75
@H—Oetl—rzs
On trouve un et un seul polyndme solution a savoir P = 2 (1X° — 8Xx3 + 16X) = L2 x5 — 2x3 4 Bx.
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Correction de I’exercice 15 A

Les polyndmes de degré inférieur ou égal a 0 solutions sont clairement O et 1.

Soit P un polynome de degré supérieur ou égal a 1 tel que P(X?) = P(X)P(X +1).

Soit a une racine de P dans C. Alors, a2, a*, a8..., sont encore racines de P. Mais, P étant non nul, P ne doit
admettre qu’un nombre fini de racines. La suite (a*'),cy ne doit donc prendre qu’un nombre fini de valeurs ce
qui impose a = 0 ou |a| = 1 car si |a| €]0,1[N]1, +oo], la suite (Ja*'|) est strictement monotone et en particulier
les a*" sont deux a deux distincts.

De méme, si a est racine de P alors (a — 1)? I’est encore mais aussi (a — 1)*, (a — 1)3..., ce qui impose a = 1
oula—1|=1.

En résumé,

(aracine de Pdans C) = ((a=0oula|=1)et(a=1loula—1|=1))=(a=0o0oua=1oula|=la—1|=1).

Maintenant, |a| = |[a— 1| =1 |a| = l et |a| = |a— 1| & a € €((0,0),1) Nmed[(0,0), (1,0)] = {—j,—*}.
Donc, si P € R[X] est solution, il existe K, &, B, ¥, K complexe non nul et o, 3 et ¥ entiers naturels tels que
P=KX%X —1)P(X + j)Y(X + j*)? (—j et —j> devant avoir méme ordre de multiplicité).

Réciproquement, si P = KX*(X — DF(X + j)7(X + 2) = KX*(X — DB (X2 —Xx +1)".

PXY) =KX?(X2—1DPxXa—- X2+ 1) =kx**(X - P (X + DP(X> = V3X + 1) (X2 +V3X + 1),

et

PX)P(X+1)=KX*(X - 1P (X2 =X+ 1)yK(X + 1) XP (X2 + X +1)7
=KXP(X - 1D)PX+ DX =X+ 1) (XP+X +1).
Par unicité de la décompdsition en produit de facteurs irréductibles d’un polynéme non nul, P est solution si et

seulementsiP=0ouK=1ceta=Bety=0.
Les polynomes solutions sont 0 et les (X2 — X)* ot & est un entier naturel quelconque.

Correction de ’exercice 16 A

a est solution du probléme si et seulement si X — 209X + a est divisible par un polyndme de la forme X2 +
oX + 1. Mais

X% 209X +a=(X*+oaX +1)(X° —aX*+ (o — )X — (a® —2a)) + (a* —3a* —208)X +a+ (o —20x).

a*—3a%-208=0
a=—0o’+2a
o € {—4,4,iv/13,—iv/13} et la deuxieéme équation fournit a € {56, —56,15iv/13,—15iy/13}.

Donc a est solution < Jo € C/ { . Mais, a* — 302 —208 =0 < a? € {—13,16} <

Correction de I’exercice 17 A
On note que P(1) =1 # 0 et donc que I’expression proposée a bien un sens.

1 P(1) 12
Clkfl =1 akfl =1 lfak P(l) 1

SN—
[
(9
|
(O¥]
01

Correction de ’exercice 18 A
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x+y+z=1
Seq TEE=1 so=10=0=-4
xyz =—4
& x, yet zsont les trois solutions de I’équation X —X? —4X +4 =0
< x, yet zsont les trois solutions de 1’équation (X —1)(X —2)(X +2) =0

< (x,y2) €4{(1,2,-2),(1,-2,2),(2,1,-2),(2,-2,1),(—2,1,2),(—2,2,1)}

2. Pour 1 <k <4, posons Sy = x¥ —i—yk +7Z 4+ Onas, = 012 — 20,. Calculons S3 en fonction des oy.
On a 613 =83+ 3Yx%y+ 6 xyz = S3 +3Y x>y + 603 (). Mais on a aussi S15, = S3 + ¥ x%y. Donc,
Y x?y = 61(0% — 202) — S3. En reportant dans (x), on obtient 6} = S3 +3(07 — 20103 — S3) + 603 et
donc,

1
S5 = 5(—613 +3(07 —2610, — $3) +6063) = 6; — 36,0, +303.
Calculons S3 en fonction des 6. Soit P = (X —x)(X —y)(X —2)(X —t) = X* — 01X + 0, X? — 63X + 04.

P(x)+P(y)+P(z)+P(t) =0 S4— 0153+ 025, — 035 +40, =0
& Sy = 01(67 —3610:4363) — 62(6% —20,) + 0301 — 40y

& 84 = o} —40%0y+ 46,03+ 207 — 40y,

Par suite,
o] = 0 o] = 0
—20, =10 o) =-5
599 365-0 “Y 6320
207 —404 =26 04 =6

<X, Y, z, ett sont les 4 solutions de I’équation X*—5X2+6=0
& (x,y,2,1) est I'une des 24 permutations du quadruplet (v/2, —v/2,v/3, —/3)

Correction de ’exercice 19 A
Le polynéme nul est solution. Soit P un polyndme non nul de degré n solution alors n =n—1+n—2 et donc
n = 3. Posons donc P = aX> +bX? 4 cX +d avec a # 0.

P(2X) =P (X)P"(X) & 8aX> +4bX* +2cX +d = (3aX* +2bX + c)(6aX + 2b)
& (18a* — 8a)X? + (18ab — 4b)X?* 4 (4b* + 6ac —2¢)X +2bc —d =0
& 18a* — 8a = 18ab — 4b = 4b* + 6ac —2c = 2bc —d = 0

4
<:>a:§etb:c:d:O.

Les polyndmes solutions sont 0 et gX 3,

Correction de I’exercice 20 A

0 n’est pas racine de P.

On rappelle que si r = %, (peZ*,qe N, pAg=1)estracine de P, alors p divise le coefficient constant de P
et g divise son coefficient dominant. Ici, p divise 4 et ¢ divise 12 et donc, p est élément de {£1,£2,+4} et ¢

est élément de {1,2,3,4,6,12} ou encore r est élément de {+1,+2, 44, +1 +1 +2 +3 +1 +1 4.1}
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Réciproquement, on trouve P(%) = P(}) = 0. P est donc divisible par

12(X—§)(X—%) =(3X —2)(4X —1) = 12X?> — 11X +2.

Plus précisément, P = (12X% — 11X +2)(X2 4+ X +2) = (3X —2)(4X — 1)(X — =T (x — =150T),

Correction de ’exercice 21 A

Pour n > 0, posons P, = (X — 1) —= X"+ 2X — 1. P,(0) = P,(1) = P,(4) = 0. P, admet 0, 1 et 4 pour racines
et est donc divisible par X (X — 1)(2X — 1) = 2X> —3X? + X.

Sin=0oun=1,le quotient est nul. Si n = 2, le quotient vaut —2.

Soit n > 3. On met succesivement 2X — 1 puis X — 1 puis X en facteur :

n—1
Pi=(X—1)")" = (X)"+(2X - 1) = (X -1)2-X2) } (X - )*x* 10 2x — 1)
k=0
n—1 n—1
— (2X _ 1)(_ Z (X _ 1)2kX2(n—1—k) + 1) — (2X _ 1)( Z(X _ 1)2kX2(n—1—k) +1 _X2n—2)
k=0 k=1
o 2%—1y2(n—1—k ! x*
— X - (=X~ 1) ¥ (X — DHIx210 (x 1) Y xh)
k=1 k=0
n—1 2n—
=2X-1)(X-1)(= Y (x —1)*-1x20=1=h) Z
k=1 k=0
n—2 2n—
:(2X—1)(X—1)(— (X 1)2k 1X2n 1—k) Z I)Zn 3)
k=1 k=1
n—2 2n— 2n—3
:(2X—1)(X—1)( Z(X I)Zk 1X2n 1-k) Z Z 2n 3— ka 3Xk)
k=1 k= k=1
n—2 2n—3
— X(2X _ 1)( 1)( (X o 1)2k71X2n72k 3 Z Xk 1 Z 1)2n737kC12<n73Xk71)
k=1 k=1
Correction de I’exercice 22 A
n+m—1
1= (X-|— (1 n+m 1 _ Z +m le X)nerflfk
k 1— k riml k 1—k
Z e 1X n+m Z n+m 1X X)n—‘rm— -
n+m—1
XY XXy xS (i
k=0 k=n

Soient U = Y{4"~ IC',erm X1 = xR et v = Y 1C§+m XK1 = Xx)"=17k U et V sont des po-
lynémes tels que UX" 4+ V(1 —X)™ = 1. De plus, pour n < k < n+m — 1, deg(X*"(1 — X )rm=1-k) =
k—n+n+m—1—k=m—1<metdoncdeg(U) < metde méme pour 0 <k <n—1,deg(X*(1-X)""17%) =
k+n—1—k=n—1<netdeg(V) <n.
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