Géométrie du plan

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
1: Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 **]
(ABC) est un vrai triangle.

1. Montrer que ses médianes sont concourantes en G I’isobarycentre de (ABC).

2. Montrer que ses médiatrices sont concourantes en O le centre du cercle circonscrit a (ABC).

3. Montrer que ses hauteurs sont concourantes en H 1’orthocentre de (ABC) puis montrer la relation d’EULER :
O—I>-I = 30% (considérer I’homothétie de centre G et de rapport —2).

4. Montrer que ses bissectrices (intérieures) sont concourantes en / le centre du cercle inscrit.

Correction V¥ [005195]

Exercice 2 **[T
On donne les points A(1,2), B(—2,1) et C(0,4).

1. Déterminer BAC au degré pres.

2. Déterminer I’aire du triangle (ABC).

3. Déterminer son isobarycentre, son orthocentre, le centre de son cercle circonscrit puis une équation de ce
cercle.

4. Déterminer une équation des bissectrices de I’angle BAC puis de la bissectrice intérieure a I’angle A.

Correction V [005196]

Exercice 3 *IT

Déterminer le projeté orthogonal du point M(xg,yp) sur la droite (D) d’équation x+ 3y — 5 = 0 ainsi que son
symétrique orthogonal.

Correction ¥ [005197]

Exercice 4 *

Soit (ABDC) un parallélogramme. Déterminer les coordonnées de D dans le repére (A,zﬁ,ﬁ).
Correction ¥ [005198]

Exercice 5 **

Soit (E) I’ensemble d’équation cartésienne 2x? + 5xy + 3y? — 3x — 2y — 5 = 0. Montrer que (E) est une réunion
de deux droites. Déterminer I’aire du parallélogramme formé par ces deux droites et les paralleles a ces deux
droites passant par O.

Correction ¥ [005199]

Exercice 6 **
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Déterminer un cercle tangent aux trois droites d’équations respectives y =2x+ 1,y =2x+7ety = —%x.

Correction V¥ [005200]

Exercice 7 **]

1. h (resp. i') est I’homothétie de centre Q et de rapport k (resp. k') non nul. Déterminer la nature et les
éléments caractéristiques de /' o h.

2. s (resp. s') est la symétrie centrale de centre Q (resp. '). Déterminer la nature et les éléments caractéris-
tiques de s’ o s.

3. s est la symétrie centrale de centre Q et ¢ est la translation de vecteur . Déterminer la nature et les
éléments caractéristiques de 7 o s.

Correction V [005201]

Exercice 8 ***]

Soient n un entier supérieur ou égal a 2, puis A;, Ay,..., A, n points du plan. Existe-t-il n points Bj, B»,..., By,
tels que, pour i € {1,...,n}, A; soit le milieu de [B;,B;+1] (avec la convention B, = By) ? (Utiliser I’exercice
précédent.)

Correction V [005202]

Exercice 9 *T
Soit % la courbe d’équation x> +y? —2x+4y+1=0.

1. Déterminer une équation de la tangente au point de €’ de coordonnées (2, —2 ++/3).
2. Déterminer I’intersection de ¢ et du cercle de centre (1,0) et de rayon 2.

Correction V¥ [005203]

Exercice 10 *** Théoreme de MENELAUS

Soient A, B et C trois points non alignés. Soient M, N et P trois points appartenant respectivement aux droites
(BC), (CA) et (AB) et distincts de A, B et C. Montrer que :

MB NC PA
(M, N, et Psont alignés) & (=—=.—==— = 1).
MC NA PB
(Trouver une démonstration utilisant le théoréme de THALES, une utilisant la composée de deux homothéties
et une utilisant des coordonnées.)

Correction V¥ [005204]

Exercice 11 ***

Construire I’ensemble des points M de coordonnées polaires (r, 8) € R? vérifiant

r= - ! , (commencer par étudier toutes les symétries de I’ensemble considéré).
\/1+51n(26)+\/] —sin(26)

Correction V [005205]

Exercice 12 **
Montrer qu’il n’existe pas de triangle équilatéral dont les sommets appartiennent aux points d’intersection des
lignes d’une feuille blanche quadrillée usuelle.

Correction V¥ [005206]

Exercice 13 *T
Nature et éléments caractéristiques de la transformation d’expression complexe :

1. 7 =z+3—i
2. 7 =2z4+3




3. 7 =iz+1
4. 7 =(1—=i)z+2+i

Correction V [005207]

Exercice 14 ** Faisceaux de droites

1. Soient (D) et (D) deux droites sécantes d’équation respectives ax+by+c =0 et dx+Db'y+ ¢ =0,
(a,b) #(0,0), (d',b") # (0,0). Soit (A) une droite. Montrer que (D), (D') et (A) sont concourantes si et
seulement si il existe (A) a une équation cartésienne de la forme A (ax+by+c) + u(a'x+b'y+¢') =0,
(A1) # (0,0).

2. Equation cartésienne de la droite passant par le point (1,0) et par le point d’intersection des droites
d’équations respectives Sx+7y+1=0et —3x+2y+1=0

3. Pour m € R, on considere (D,,) la droite d’équation (2m — 1)x+ (m+ 1)y —4m — 1 = 0. Montrer que les
droites (D,,) sont concourantes en un point A que 1’on précisera. Toute droite passant par A est-elle une
droite (D) ?

Correction V¥ [005208]

Retrouver cette fiche et d’autres exercices de maths sur exo7 .emath.fr
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Correction de I’exercice 1 A
1. Soit G I'isobarycentre du triangle (ABC). On a donc G = bar(A(1),B(1),C(1)). Notons A’, B" et C’
les milieux respectifs des cotés [B,C], [C,A] et [A,B]. D’apres le théoreme du barycentre partiel, G =
bar(A(1),A’(2)). En particulier, G est sur la médiane (AA’"). De méme, G est sur la médiane (BB’) et sur
la médiane (CC').
Finalement, G est sur les trois médianes. les trois médianes sont donc concourantes en G.

2. Les droites (BC) et (CA) ne sont pas paralleles. Par suite, les médiatrices respectives des cotés [B,C] et
[C,A] ne sont pas paralleles. Elles sont donc sécantes en un point que I’on note O. Par définition de O, on
a OA = OB = OC. O est donc a égale distance de A et B et est ainsi sur la médiatrice de [A, B]. Finalement,
les trois médiatrices sont concourantes en O. De plus, O étant a égale distance de A, B et C, le cercle de
centre O et de rayon OA passe par B et C.
Réciproquement, un cercle passant par A, B et C a pour centre un point a égale distance de ces points
et donc nécessairement de centre O et de rayon OA. Ceci démontre I’existence et I'unicité du cercle
circonscrit au triangle (ABC) : c’est le cercle de centre O et de rayon OA.

3. Les hauteurs issues de A et B ne sont pas paralleles (car perpendiculaires a deux droites non paralleles).
Elles admettent ainsi un et un seul point d’intersection. Ceci assure I’unicité d’un point commun aux trois
hauteurs.

Soit 4 I’homthétie de centre G et de rapport —2. Puisque (ﬁ = —2G—>A, on a h(A') = A et de méme
h(B') =Beth(C') =C.

Par h, I’'image de la médiatrice de [B,C], c’est-a-dire de la droite passant par A’ et perpendiculaire a (BC)
est la droite passant par #(A’") = A et perpendiculaire a (BC) (car parallele a la médiatrice de [B, C]). Cette
droite est la hauteur issue de A du triangle (ABC). De méme, les images des médiatrices de [C,A] et [A, B]
sont respectivement les hauteurs issues de B et C.

Le point O est sur les trois médiatrices. Son image par & est donc sur les trois hauteurs (d’ou I’existence
d’un point commun aux trois hauteurs). Ces trois hauteurs sont ainsi concourantes en un point noté H
et appelé 1’orthocentre du triangle (ABC). De plus, 1’égalité h(O) = H s’écrit GH = —2GO ou encore

(%—F 07} = 20*8? ou enfin,
0_131 = 30? EULER. I

Les trois points O, G et H, s’ils sont deux a deux distincts, sont en particulier alignés sur une droite
appelée droite d’EULER du triangle (ABC).

4. Deux bissectrices intérieures ne sont pas paralleles (démontrez-le) et sont donc sécantes en un point / a
égale distance des trois cOtés et a I’intérieur du triangle (ABC). Ce point étant a égale distance des trois
cOtés est centre du cercle tangent intérieurement aux trois cotés, le cercle inscrit.

Correction de I’exercice 2 A
(Notez bien I’alignement des points G, H et O).




1. OnaAB =32+ 12 =10 et AC = /1 +22 = /5. Par suite,

__ ABAC  (-3)(-D)+(-D@) 1
COS(BAC):AB.AC: NNt :5\@.

Par suite, BAC = 81° aun degré pres.

. aire(ABC) = 1 |det( @ R )| = Labs( _? _21 ’) =1
. Notons G I'isobarycentre du triangle (ABC). zg = $(za +zp+2c) = 2 (1+2i —2+i+4i) = 1(—147i),

G(_%a %)
et donc

Notons (x,y) les coordonnées de Q, le centre du cercle circonscrit au triangle (ABC) (dans cette exercice,
la lettre O désigne certainement 1’origine du repere).

{ QA =QB { (x—12+(—-2)=(x+2)>+(y—1)? :{ 3x+y=0

QA =QC (x—1)2+(y—2)"x*+(y—4)? 2x—4y=—11
11 33
=x=—17 ety = T (d’apres les formules de CRAMER),
et donc
Q(_%v %)

Notons (x,y) les coordonnées de 1’orthocentre H du triangle (ABC).
lere solution.

{ AH.BC =0 :{ 20x—1)+3(y— 2):00 :{ 2+ 3y=8

BHAC =0 —(x+2)+2(y—1) —x+2y=4
4 16 .
=>x= 7 ety = = (d’apres les formules de CRAMER),
S

et donc,
2éme solution. Il est bien meilleur de connaitre la relation d’ EULER QH = 3@ et de I'utiliser.

_u 4
H:Q+3Q§:( 3§4>+3< 73+14):< 76).
T4 3714 7

Pour trouver le cercle circonscrit au triangle (ABC), on a déja le centre Q et le rayon

—_

2
QA = \/1+ 2—— \/252 52 = 4\/52+ :5\1276.

Il n’y a plus qu’a écrire I’équation cherchée :

U 3 35 reeyta e 3,20 g
— Ou x —X— — .
1) TV 98 T R R

Néanmoins, on peut trouver directement une équation de ce cercle. Les points A, B et C n’étant pas
alignés, on sait que le cercle circonscrit existe et est unique.

Soient alors (a,b,c) € R? et € le cercle d’équation x* +y? + ax+ by +c = 0.

(x+

a+2b+c=-5 a=11 (CRAMER)
3 _ _ C:—4b—16a—2b:11 __733
(A,B,C) € ¢” < 4b2a+ﬁ+ci6— 5 { g 3b— 11 b_207
+c=— CZT



4. Les bissectrices de 1’angle A sont les deux droites constituées des points a égale distance des droites (AB)
et (AC). Ces deux droites admettent pour vecteurs normaux respectifs 7i; (1,—3) et 7i2(2, 1).
Soit M(x,y) un point du plan.

— —
d(M,(AB)) = d(M, (AC)) < (A|T{"|1|12)2 = (A’?{'ﬁzz)z
n np
- ((x—l)—lg(y—Z))2 _ (2<x—1)§(y—2)>2 & (1= 3y+5)? = 2(2x+y—4)°
& [(x=3y+5)+V2(2x+y—4)].[(x—3y+5) —V2(2x+y—4)] =0
& (142V2)x+ (=34+V2)y+5—4vV2=00u (1 —2v2)x— 3+ V2)y+5+4V2=0

Sy=14+V2)x+1-v2o0uy=(1—v2)x+1+v2

La bissectrice intérieure d4 de 1’angle A est la droite (pour certains, cette bissectrice est une demi-droite)
passant par A(2,1) et dirigée par le vecteur i = —+/10.( ﬁA + iﬁ ). Ce vecteur a pour coordonnées

(34+v2,1-2V2).

Soit M(x,y) un point du plan.

M€ 8y o det(AM, ) =0 & (1-2v2)(x— 1)~ (34+v2)(y—2) =0
S (1-2V2x—(B+V2)y+5+4V2=0=y=(1-V2)x+1+V2

Correction de ’exercice 3 A
(D) est une droite de vecteur normal (1,3). Le projeté orthogonal p(My) de My sur (D) est de la forme My + A .7ii
ol A est un réel a déterminer. Le point My + A .7 a pour coordonnées (xo + A,y + 34).

—x0—3y0+5
10 .
p(My) a pour coordonnées (xo + ﬂo%w,yo + 37’60717%”%) ou encore (Z0=30F5 Z3xtyotl3y

10 10
Le symétrique orthogonal s(Mp) vérifie : s(My) = Mo+ 2Myp (Mo ).

Ses coordonnées sont donc (xq + Z(W —x0),y0+ 2(%&”15 — o) ou encore
(4x0—3y0+5 —3xp—4yp+15 )
5 5 :
(Remarque. Si on n’avait pas déja p(My) on aurait cherché le symétrique sous la forme My + A.7i, A étant

entierement déterminé par la condition : le milieu du segment [My, s(Mp)| appartient a (D).)

My+Aie (D)< (xo+A)+3(+34)—-5=0= 1=

Correction de I’exercice 4 A

Puisque (ABDC) un parallélogramme, AD = AB +R . Les coordonnées de D dans le repere (A,@,R ) sont
donc (1,1).

Correction de I’exercice 5 A
Soit (x,y) € R2.

1 1
263 +5xy+3y> —3x—2y —5 =222 +x(5y—3) +3y> —2y—5 :2(x+2(5y—3))2—g(Sy—3)2+3y2—2y—5

= gll4x+5y=3)" = (5" — 14y +49)] = %[(4X+5y— 3)°—(v=17)7

1
= §(4x+4y+4)(4x+6y— 10) = (x+y+1)(2x+3y—5)



Par suite,

V(x,y) € R?, 26> +5xy4+3y* —3x—2y—5=0< (x+y+1=00u2x+3y—5=0.
(E) est la réunion de la droite (D) d’équation x+y+ 1 = 0 et de la droite (D;) d’équation 2x+ 3y —5 = 0.

B

-6 -5 -4 -3 =2 —'1\ 1 2 3
-1+

La parallele a (D;) passant par O est la droite (D)) d’équation x+y = 0 et la parallele a (D,) passant par O est
la droite (D)) d’équation 2x + 3y = 0. Ces droites se coupent en les quatre points 0(0,0), A(—5,5), B(—8,7)

et C(—3,2). L’aire de ce parallélogramme vaut ‘det(0_14>, O?')‘ =5.

Correction de ’exercice 6 A

Notons (D), (D,) et (Dj3) les droites d’équations respectives y = 2x+ 1,y = 2x+7 et y = —1x. Soit € un
cercle.

Les droites (D;) et (D;) sont paralleles. Donc, % est un cercle tangent a (D) et (D;) si et seulement si son
centre est sur I’ensemble des points a égale distance de (D) et (D;) a savoir la droite d’équation y = 2x+4 et

son rayon est la moitié de la distance de (D;) a (D7), ou encore la moitié de la distance d’un point de (D)), par
[20-1+7] _ 6
V2212 T /5T
si et seulement si son centre Q a des coordonnées de la forme (a,2a+4), a € R, et son rayon vaut %

exemple (0,1), a (D,). Cette distance vaut Finalement, € est un cercle tangent a (D) et (D5)
Un cercle de centre Q et de rayon % est tangent a (D3) si et seulement si la distance de Q a (D3) est le rayon

2D
7= n
V5 oone

: 3 la+2(2a+4)] 3
€ solution & d(Q,(D3))=—=& ————=—&15a+8|=3
V5 V5 V5
11

<:>5a+8:30u5a+8:—3<:)a:—1oua:—?

On trouve deux cercles solutions, le cercle 4] de centre Q(—1,2) et de rayon % et le cercle %> de centre

Qy(—4,—%) et de rayon %

Correction de I’exercice 7 A




1. Soient k et k' deux réels non nuls, Q et Q' deux points (pas nécessairement distincts), puis & (resp.h’)
I’homothétie de centre Q (resp. Q') et de rapport k (resp. k).
Soient M un point du plan, puis M' = h(M) et M" = h'(M’).

— —

3 — —
M =Q +KQOM = +K(QA+QM) = + K QY Q+ kK QM ()

Chechons alors les points invariants par A’ o h.

— — — — —
Hoh(M)=M & Q' +KQQ+KQOM =M & —Q'M +KQ'Q + kk' QM = 0
/ / /
& (k' —1)QM = (K —1)QQ (x)

— / —
ler cas. Si kk' # 1, (xx) & QM = kkk,%llQQ’, ce qui signifie que I’équation (#x*) a une et eune seule

solution que 1’on note Q”, ou encore 4’ o h a un et un seule point invariant, le point Q" tel que Q" =
Q+KQQ+kkQQ".
Mais alors, 1’égalié (x) s’écrit pour tout point M

— — — —
M'=Q +KQ'Q+ kk’gﬁ/l =Q' +KQAQ+kQQ" + k' Q"M = Q" +kk'Q"M.

I o h est donc I’homothétie de rapport kk’ et de centre ©”. On doit noter que le centre Q" est sur la
droite (QQ).

Sikk' #1, W oh est une homothétie de rapport kk'. I

- —
2éme cas. Sikk' =1, I’égalité (x) s’écrit pour tout point M, M" = Q'+ k'Q'Q + QM et donc

—
MM = + K (Q— Q) + (M= Q) — M = (1 - ).

Dans ce cas, i’ o h est la translation de vecteur (1 — &’ )(?Q’ .
En résumé, la comoposée de deux homothéties de rapport respectifs k et k' tous deux non nuls est
une homothétie de rapport Kk’ si kk’ # 1 et une tranlation si kk’ = 1 (ce résultat est a connaitre).
2. C’est un cas particulier de la question précédente. Une symétrie centrale est une homothétie de rapport
—1. Puisque (—1)(—=1) =1, s’ o s est une translation. Son vecteur est Qs’ 0 5(Q) = Qs (Q) = 204

M/

4

—
MM" =200/

La composée de deux symétries centrales est une translation.

: / : / s N Ad ! 1 oo Lgpet !
3. Soit Q' le point tel que U =20/Q, cest-a-dire Q' = Q— 57. Soit s’ la symétrie centrale de centre .
—
D’apres 2), sos’ est la translation de vecteur 2Q'Q = /. Par suite, sof = sosos’ = s'.
La composée d’une symétrie centrale et d’une translation est une symétrie centrale.

Correction de I’exercice 8 A
Pour 1 <i <n, notons s; la symétrie centrale de centre A;. Le probléme revient a trouver n points By,..., B, tels
que By = s (B]), B = Sz(Bz),...,Bn = SH—1 (Bn—l>3 B = Sn(Bn). Ceci équivaut a

Vi e {2,...,1’1}, B,‘ —85;-108;-20...08 (Bl) et81 —85,08,-10...08] (Bl) (*)



Posons alors f =s,0s,_10...05]. f est une composée de symétries centrales. Il y a donc deux cas. Si n est pair,

on peut regrouper les symétries deux par deux. f est alors (d’apres 1’exercice 7) une composée de translations

et donc f est une translation. Si n est impair, n — 1 est pair et donc la composée des n — 1 premieres symétries

est une translation. Par suite, f est la composée d’une translation et d’une symétrie centrale et est donc une

symétrie centrale (d’apres I’exercice 7).

Maintenant, (x) a une solution si et seulement si f a un point invariant.

ler cas. Si n est impair, f étant une symétrie centrale, f a un et un seul point invariant : son centre. Il existe
donc un et un seul point B vérfiant B] = s, 0s,_10...0s1(B}) et finalement, un et un seul n-uplet (B, ...,B;)
solution du probleme posé.

2eme cas. Si n est pair, f est une translation. Si son vecteur est non nul, f n’a pas de point invariant et le
probléme n’a pas de solution. Si son vecteur est nul, f est I’identité et tout point est invariant par f.
Déterminons le vecteur de f. On pose n = 2p. On a alors

t

= =t T
f=s2p08,-10...5008] =t 0...0t 2(A1A2+m+m).

— sy =
2A2p,1A2p 2A1A;

e =
Quand n = 2p est pair, le probleme pos€ a des solutions si et seulement si AjAy + ... + A3, 1Az, = 0.

Correction de I’exercice 9 A

Tout d’abord, pour (x,y) € R?, x2 +y* —2x+4y+1 =0« (x—1)2+ (y+2)? = 4 et & est le cerlce de centre
Q(1,—-2) et de rayon 2.

1. Le point A(2,—2+/3) est effectivement sur % car (2—1)2 4 (—2+1/3+2)2 = 1+ 3 = 4. La tangente
(T) en A a € est la droite passant par A et de vecteur normal AQ.

M(x,y) € (T) & AMAG =0 & (x—2) +V3(y+2—V3) =0 & x+13y—5+2/3=0.

2. Soit ¢” le cercle de centre (1,0) et de rayon 2. Une équation de ce cercle est x> +y? —2x — 3 = 0. Par
suite,

2 2
, x+y —2x+4y4+1=0 4y+4=0 ((1)—(2)) y=—
M(x’y)E%m(g‘:’{ P24y —2x-3=0 U4y —2x-3=0 T @-20-2=0

s y=-1
x=14+v30ux=1-—+3

1l ya donc deux points d’intersection : (14++/3,—1) et (1 —+/3,—1).

Correction de ’exercice 10 A

C M\ B
Ay \
Montrons tout d’abord que si M, N et P sont alignés, alors %.Ej% =1 (%).

C'N,
On suppose donc que M, N et P sont alignés et on note (A) la droite contenant M, N et P.



lere solution. Soit A; le projeté de A sur la droite (BC) parallelement a la droite (A). D’apres le théoréeme de
THALES, on a
NC MC o A PA  MA,

NA MA1 PB  MB’

et donc,
MB NC PA _MB MC MAl_l
MC NA'PB  MC MA, MB

2eme solution. Soit /#; 1’homothétie de centre M et de rapport k; = MB e sorte que h;(C) = B. Soit hy

MC’
NA,desortequehz() C.
MBNC __ B _ NA

Maintenant, le produit ki k, peut-il étre égal a 1 ? Si c¢’était le cas, on aurait ===~ =1 et donc, MB = ac
La réciproque du théoreme de THALES permettrait alors d’affirmer que (MN) et (AB) sont paralleles, ce
qui n’est pas. Donc, kjk, # 1 et d’apres ’exercice 7, hj o hy est une homothétie. Puisque /; o i transforme
A en B, son centre est sur la droite (AB). Mais d’autre part, son centre est sur la droite des centres (MN).

Finalement, le centre de h; o h; est le point d’intersection de (MN) et (AB), ¢’est-a-dire le point P.

PB MBNC __ PB MBNC PA _
= Ainsi, Ve NA = Bt et finalement, N NA PB

3eme solution. On se place dans le repere Z = (A f@ R Dans ce repere, les coordonnées des différents
points sont : A(0,0), B(1,0), C(0,1), M(m,1 —m), N(0,n) et P(p,0) ol m, n et p sont distincts de 0 et de 1.

Les coordonnées de MB sont (1 —m,m — 1) et celles de M sont (—m,m). Par suite, mMB = (m— 1)1% et

m—1 1 NC __ n—1 ﬂ _ D :
finalement, M2 W c . On trouve de méme VAT n Stpp = oo Finalement,

I’homothétie de centre N et de rapport k, =

Mais alors, le rapport de /1 o hy vaut également

Maintenant,

—m p—m

M, N et P alignés < man—1 m—1

s -—-mm—1)—(p—m)(m+n—1)=0

& —pm—pn+p+mn=0cmn=pm+n—1)<mn
=—p(m—1)(n—1)+pmn< p(m—1)(n—1) =mn(p—1)
L (m=1)(n=1)p
mn(p—1)
MB NC PA

Montrons maintenant que si vic napp = Lo alors les points M, N et P sont alignés. Pour cela, vérifions tout

d’abord que (MN) n’est pas paralléle a (AB). Dans le cas contraire, le théoreme de THALES fournirait A";’g xg

=1

1 et donc 24 P = 1, puis PA = PB et finalement AB = 0, ce qui n’est pas.

Par suite, la droite (MN) coupe la droite (AB) en un point P; vérifiant d’apres le début de 1’exercice
MB NC PiA PA _
Ve NA # 1. On en déduit que ==

On a déja que k # 1, ou encore . k # 0. Par suite, P; = bar{A(1),B(—k)} = P, ce qui montre que les points

M, N et P sont alignés.

B. Notons k la valeur commune de ce rapport.

Correction de ’exercice 11 A

Notons & 1’ensemble cherché.

Tout d’abord, pour tout réel 0, 1 +sin(20) > 0, 1 —sin(20) > 0 puis y/1+sin(26) + /1 —sin(26) > 0, car
sin(26) ne peut valoir simultanément 1 et —1. La fonction r — r(0) est donc définie sur R, clairement 27-
périodique.

Ainsi,

M(6+27) = [r(6 +27),0 +27) = [r(6), 0 +27] = M(8).

10



On obtient donc I’ensemble complet quand 6 décrit un intervalle de longueur 2 comme [—7, 7] par exemple.
La fonction r — r(0) est plus paire. Par suite,

M(—8) = [r(=6),—6] = [r(6), 6] = 5(0x) (M(8)).

On construit I’ensemble des points correspondant a 6 € [0, ] et on obtient 1’ensemble complet par symétrie
orthogonale d’axe (Ox).
Pour 6 € [0, 7], on a clairement (7 — 0) = r(0). Par suite,

M(r—0)=[r(r—0),tr—0]=[r(0),T1—0] = s(oy)(M(G)).

On construit I’ensemble des points correspondant a 6 € [0, 7] et on obtient I’ensemble complet par symétrie
orthogonale d’axe (Oy) puis par symétrie orthogonale d’axe (Ox).
Pour 6 € [0, 7], on a clairement r(§ — 6) = r(6). Par suite, en notant (A) la droite d’équation y = x,

v/ v/

M5 ~0) =[5~ 0),5 6] =[r(6), 5 — 6] = 514 (M(6)).

On construit I’ensemble des points correspondant a 6 € [0, 7] et on obtient I’ensemble complet par symétrie
orthogonale d’axe (A) puis par symétrie orthogonale d’axe (Oy) et enfin par symétrie orthogonale d’axe (Ox).
Maintenant, pour 6 € [0, §],

1 1
V/1+5in(26) + /1 —sin(20) B V/1+cos(5 —26)+ /1 —cos(5 —26)

1 1
\/20032(%—9)+\/2sin2(%—9) V2cos(§ — ) +v2sin(% - 6)
1 1

2cos(F—(§-9)) " 2c0s0°

En notant x et y les coordonnées d’un point M, on a alors

1
Mecbesr=—& fl=-x=—.
€ r 7o0s0 rcos(0) > X

D’ou le graphique :

Correction de ’exercice 12 A
Il revient au méme de démontrer que, si le plan est rapporté a un repere orthonormé, il n’existe pas de triangle
équilatéral dont les sommets ont pour coordonnées des nombres entiers.
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Le plan est muni d’un repére orthonormé direct. Soient A, B et C trois points deux a deux distincts, non alignés

et a coordonnées entieres. On sait que cos(ﬁ,ﬁ )= HAA_ﬁ 'ﬁ_f T et sin(zﬁ,zz‘ )= ﬁzt(ﬁ@?) .

Par suite, ou bien le triangle (ABC) est rectangle en A (et n’est donc pas équilatéral), ou bien
tan(ﬁ,f@ )= %’ﬁ;’—?@. Dans ce dernier cas, tan(ﬁ,f@ ) est un quotient de deux nombres entiers, et est donc

un rationnel. Malheureusement, pour un triangle équilatéral, la tangente de chacun de ses angles vaut v/3 qui
n’est pas un rationnel.

Quand le repere est orthonormé, il n’existe pas de triangle équilatéral dont les sommets sont a coordonnées
entieres.

Correction de I’exercice 13 A
Soit f la transformation considérée.

1. f estla translation de vecteur (3, —1).

2. @ =20+3 < o= —3. f est ’homothétie de rapport 2 et de centre Q(—3,0).
Jo=iot+le o= %(1 +i). Comme i = ¢'™/2, f est la rotation d’angle T et de centre Q(%7 %)
4

o=(1-)o+2+ie o=1-2i Comme 1 —i=+/2e ™4, f est la similitude de centre Q(1,—2), de
rapport /2 et d’angle —Z.

Correction de ’exercice 14 A

1. Le fait que (D) et (D) soient sécantes équivaut a ab’ —a'b # 0.
Soit A(xa,ya) le point d’intersection de (D) et (D').
Si (A) est une droite ayant une équation de la forme A (ax+by+c)+ u(d'x+b'y+c') =0, (A,u) # (0,0)
alors, puisque

Aaxs +bys+c)+u(dxa+bys+)=1.0+u.0=0,

le point A appartient a (A).

Réciproquement, soit (A) une droite d’équation ox+ By +y =0, (a, ) # (0,0). Soit ¥ le vecteur de
coordonnées (e, B). Puisque ab’' —a'b # 0, les deux vecteurs  (a,b) et W’ (a’,b') ne sont pas colinéaires.
Mais alors, la famille (%, ") est une base du plan (vectoriel). Par suite, il existe (4,u) # (0,0) (car
V£ 6>) tel que vV = A% +pu’, ou encore tel que o = Aa+ pa’ et f = Ab+ ub'. Toute droite (A)
admet donc une équation cartésienne de la forme A (ax+by) + u(a’x+b'y) +y=0, (A,u) # (0,0).
Maintenant, si A € (A), alors

Y= —A(axs +bya) + p(a'xa +b'ys) = —A(—c) — p(—c') = Ae+uc.

Finalement, si A € (A), (A) admet une équation de la forme A(ax+by+c)+ pu(a'x+b'y+c') =0,
(A, 1) # (0,0).

2. Les deux droites (D) et (D) considérées sont bien sécantes car 5.2 —7(—3) = 31 # 0. Notons A leur
point d’intersection et B le point de coordonnées (1,0). B n’est sur aucune des deux droites considérées
de sorte qu’il existe une et seule droite, notée (A), solution du probleme posé.

Puisque (A) passe par A, (A) a une équation de la forme A (Sx+7y+ 1)+ pu(—3x+2y+1) =0. Il est
clair que I’on ne peut avoir A = 0 (car (A) n’est pas (D')) et apres division par A, I’équation s’écrit sous
la forme (5x+7y+ 1) 4+k(—3x+2y+1) =0 ol k est un réel. Maintenant, (A) passe par B si et seulement
si 6 — 2k = 0 ou encore k = 3.

Une équation cartésienne de (A) est donc (5x+7y+1)+3(—3x+2y+1) =0 ou encore —4x+ 13y +4 =
0.

3. Soit M(x,y) un point du plan.
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VmeR, M e (D) &VmeR, Cm—1)x+(m+1)y—4m—1=0&VmeR, m(2x+y—4)—x+y—1=0

{ 2x+y—4=0

x4y—1=0 S ety

Toutes les droites (D,,) passent par le point A(1,2).

La droite (D_1) passe par A et est parallele a (Oy). Ensuite, pour m # —1, (D,,) est la droite passant par
A et de coefficient directeur f(m) = ﬁﬁrl =2+ m%rl Quand m décrit R\ {—1}, f(m) prend toutes
les valeurs réelles sauf —2.

La droite passant par A de coefficient directeur —2 (et donc d’équation y = —2x+4) n’est pas une droite
(Dy). Toute autre droite passant par A est une droite (D).
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