Antilles-Guyane septembre 2011

EXERCICE 1 5 points Commun 2 tous les candidats
On considere la fonction f définie ] 0 ; + o [ par: f(x) =xInx— 1.
Partie A : Etude d’une fonction

1.a. Déterminer la limite de la fonction f en + oo.

b. Déterminer la limite de la fonction f en 0.

2. Soit f' la fonction dérivée de la fonction f .Calculer f' (x) pour tout réel xde ] 0 ; + oo [.

En déduire le tableau de variations de la fonction f sur ] 0 ; + o [.

3. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans ]0 ; +o [. On note o cette solution. Déterminer un
encadrement de o a la précision 10 2.

4. Déterminer le signe de f (x) lorsque x appartienta ] 0 ; + oo [.

5. Montrer que In o = é .

Partie B : Calcul d’une intégrale
On donne en annexe la courbe C , représentation graphique de la fonction f dans un repere orthonormé. On considere I’intégrale

4
suivante : [ = j f(x)dx.

1. Justifier que I’intégrale [ est 1’aire d’une partie du plan que 1’on hachurera sur le graphique donné en annexe (a rendre avec la
copie).
4

2. A I’aide d’une intégration par parties, calculer I’intégrale J = j xInxdx.
a’ a
3. Montrer I’égalité : [ = e + > +16In2-8.

En déduire une valeur approchée de 2 10 ' pres.

EXERCICE 2 5 points Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité

L’espace est muni d’un repere orthonormé (O i, ). k).

On considere les trois points A, B et C de coordonnées respectives : A(—1;2;1),B(1;-6;—-1)etC(2;2;2).
1.a. Vérifier que les points A, B et C définissent bien un plan.

b. Montrer que le vecteur n (1;1;—3)estun vecteur normal au plan (ABC).

c. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).

2. Soit P le plan d’équation : x —y+z—4=0.

a. Montrer que les plans (ABC) et P sont sécants.

b. Soit D la droite intersection des plans P et (ABC). Déterminer une représentation paramétrique de la droite D.

3. On considere la sphere S de centre €2(3 ; 1 ; 3) et de rayon 3 et on nomme I le point de coordonnées (2 ; — 1 ; 1). On admet que

x=1+¢

la droite D a pour représentation paramétrique { y=-3+2¢ te R.

Z=t1
a. Montrer que le point I appartient a la droite D.
b. Montrer que le point I appartient a la sphere S.
c. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative méme non fructueuse, sera prise en compte

dans I’évaluation.
Montrer que la droite D coupe la sphere S en un deuxieéme point.

EXERCICE 2 5 points Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité

L’espace est muni d’un repere orthonormé (O i, ). k).

On considere I’ensemble P des points M(x ; y ; z) de I’espace tels que : z=x> + y .

Les trois questions sont indépendantes.

1.a. Montrer que I’intersection de I’ensemble P et du plan d’équation z = 5 est un cercle dont on précisera le centre et le rayon.
b. Déterminer la nature de I’intersection de ’ensemble P et du plan d’équation y = 1.

On considere la sphere S de centre O et de rayon ﬁ .

Donner une équation de la sphere S.

Montrer que I’intersection de la sphere S et de ’ensemble P est un cercle.

Le but de cette question est de déterminer les points M(x ; y ; z) de I’ensemble P, dont les coordonnées sont des entiers relatifs,
appartenant au plan d’équation — 3 x + 2 y = 1 et vérifiant z < 25.

a. Donner un couple d’entiers relatifs solution de I’équation (E) : =3 x+2y=1.

b. Déterminer I’ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de 1’équation (E). Déterminer les points de 1’ensemble P
dont les coordonnées (x ; y ; z) sont des entiers relatifs vérifiant : —3 x+2y=1et z<25.

wER N
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EXERCICE 3 5 points Commun 2 tous les candidats
Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O v ) d’unité graphique 4 cm.

Partie A :
3 3
On note P le point d’affixe p = — % +1i g , Q le point d’affixe g = — % -1 g , et K le point d’affixe — 1.

1.a. Montrer que les points P et Q appartiennent au cercle I'" de centre O et de rayon 1.

b. Faire une figure et construire les points P et Q.

2.a. Déterminer I’ensemble D des points M d’affixe z tels que | z | =| z + 1 | Représenter cet ensemble sur la figure.
b. Montrer que P et Q sont les points d’intersection de I’ensemble D et du cercle I'.

Partie B :

On considere trois nombres complexes non nuls a, b et ¢. On note A, B et C les points d’affixes respectives a, b et c.

On suppose que 1’origine O du repere (O v ) est a la fois le centre de gravité et le centre du cercle circonscrit du triangle ABC.

1l.a. Montrer que |a|=]|b]|=]c|. Endéduire que | = |= Cl=1.
a a
b. Montrer que a + b + ¢ = 0.
c. Montrer que | — :‘2+1 =1.
a a

d. En utilisant la partie A, en déduire que b =p ou b =q.
a

a
. b c
2. Dans cette question, on admet que —=p et —=gq.
a a
g-1_ i3
a. Montrer que =e
p—1
-1 —
b. Montrer que 4—__:t"4,
p-1 b-a
c. Déduire des deux questions précédentes la nature du triangle ABC.
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EXERCICE 4 5 points Commun 2 tous les candidats
Les parties A et B sont indépendantes

Un site internet propose des jeux en ligne.

Partie A :

Pour un premier jeu :

e sil’internaute gagne une partie, la probabilité qu’il gagne la partie suivante est égale a

|

e sil’internaute perd une partie, la probabilité qu’il perde la partie suivante est égale a —

Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par G, I’événement « I’internaute gagne la n-ieéme partie » et on note p, la probabilité
de I’événement G ,, .

L’internaute gagne toujours la premiere partie et donc p | = 1.

1. Recopier et compléter 1’arbre pondéré suivant :
/ G" H
G,
pn \
G n+1
Gn +1
1 —Pn . /
Gn
\ G wil
. 1
2. Montrer que, pour tout z entier naturel non nul,p,. 1= g pnt —.
. 1
3. Pour tout 7 entier naturel non nul, on pose u ,=p, — 1
a. Montrer que (u#,,) , < y €St une suite géométrique de raison 3 et de premier terme u | a préciser.

] 3 n-1 ]
b. Montrer que, pour tout n entier naturel non nul, Pn= Z pat g + Z .

c. Déterminer la limite de p .

Partie B :

Dans un second jeu, le joueur doit effectuer 10 parties.
On suppose que toutes les parties sont indépendantes.

1
La probabilité de gagner chaque partie est égale a e

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de parties gagnées par le joueur.
1.a. Quelle est la loi de probabilité suivie par la variable aléatoire X ? Justifier.

b. Quelle est la probabilité que le joueur gagne au moins une partie ? Le résultat sera arrondi a2 10~ 2 pres.
c. Déterminer 1’espérance de X.

2. Le joueur doit payer 30 € pour jouer les 10 parties. Chaque partie gagnée lui rapporte 8 €.

a. Expliquer pourquoi ce jeu est désavantageux pour le joueur.

b. Calculer la probabilité pour un joueur de réaliser un bénéfice supérieur a 40 € ?

Le résultat sera arrondi a 10~ pres.
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CORRECTION
EXERCICE 1 5 points Commun 2 tous les candidats
Partie A : Etude d’une fonction

l.a. lim Inx=+owdonc lim f(x)=+x
b. lim xInx=0donc lim f(x)=-1
x—> 0% x—> 0%

u(x)=x u'(x)=1 |

1 doncf'(x)=1xInx+xx—=1Inx+ 1 pourtoutréel xde ] 0;+ oo [.

vix)=lnx v'(x)=— X
x

nhx+1>0nx>-1ax>e !

X 0 e o +®
JAE)) - 0 +
s -1 \ / +
—e '—1
3. La fonction f est décroissante sur]O;e’l]et lirrg+f(x)=—1d0nc pour toutxde]O;e’l],f(x)<—1

La fonction f ne s’annule pas sur ] 0 ; e ! ].

La fonction est définie strictement croissante sur [e "' ; + o [, f ([e’1 cto)=[-e”
Oc[-e '=1;+w[donc I’équation f (x) = 0 admet une unique solution dans [e’1
f(1,76) = - 0,005 et f(1,77) = 0,01 donc 1,76 < o < 1,77.

L e |

;+ oo [doncsur]0;+w].

4.
X 0 e ! o +
f ! \ / v
—e '—1
S @) - 0 +
1
5. aestsolutionde f(x) =0 oalhoa-1=0alhnhoa=1<hoa=—.
a
Partie B : Calcul d’une intégrale
1. La fonction f est définie continue positive sur [o; 4] donc
I’intégrale [ est 1’aire de la partie du plan limitée par 1’axe des abscisses, la 51
courbe et les droites d’équations x = o et x = 4.
4
u'(x)=x u()c):l)c2
2. ]2 donc : 37
vix)=Inx v'(x)=—
X 2
4 1 4 4
J= xlnxdxz{—lenx} - —x*x—dx
o 2 o o X 1
4 4
a
J={llenx} —ljxdx 0
2 e 2 Jd4 -1 0o 1 2 3 4 5
4 4
J=| —x’Inx L lx2 -1
o 2 2 o

1 1 1 1 1
J=8In4— —0’lna—4+ —a’orlna= — doncalno=1et4=22doncIln4=21n2 donc J =161n2—50(—4+ Zaz
[0}

¢ 1 1 a’?
3. I=J- j dx:l6ln275(x74+z(x27(470() doncI=T+E+16ln2—8.

a

1,767 +1,76 L,77% 1,77

1,76 < o < 1,77 donc 1,76 2 < .2 < 1,77 % donc T+161nz—8 <I< T+T+161n2—8.

4,74 <1< 4,76 donc I~4,72 10 ' pres.
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EXERCICE 2 5 points Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité

l.a. AB a pour coordonnées (2 ; — 8 ; — 2), AC a pour coordonnées (3 ; 0; 1) Ces vecteurs ne sont pas colinéaires (coordonnées
non proportionnelles) donc les points A, B et C définissent bien un plan.

b. N.AB=1x2+1x(-8)+(-3)x(-2)=2-8+6=0,
n.AC =1x3+1x0+(-3)x1=3-3=0
n est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) donc le vecteur n (1;1;—3) estun vecteur normal au plan (ABC).

c. Le plan (ABC) est I’ensemble des points M tels que CM.n=0soitx—2 + y-2-3(z-2)=0
Une équation cartésienne du plan (ABC)estx+y—-3z+2=0

2.a. Le vecteur n' (1;—13;1) estun vecteur normal au plan P. Les vecteurs n et n' ne sont pas colinéaires donc les plans (ABC)
et P sont sécants.

b. Soit M un point de D, D est la droite intersection des plans P et (ABC) donc les coordonnées de M vérifient
x+y-3z+2=0 2x -2z-2=0 . . 3 ) x =z+1
& (en additionnant terme a terme les deux équations) <
x-y+z-4=0 x-y+z-4=0 x-y+z-4=0
x =t+1
x =z+1 x =z+1
= = &S y=2t-3 telR
z+l-y+2z-4=0 y=2z-3
z=t
x =t+1
Une représentation paramétrique de la droite Dest < y=2¢-3 teR.
z=t
3. On considere la sphere S de centre €2 (3 ; 1 ; 3) et de rayon 3 et on nomme I le point de coordonnées (2 ; —1; 1).
x =t+1
a. Une représentation paramétrique de la droite Dest < y=2¢-3 t € R, le point de D de cote 1 a pour parametre f = 1 et
z=t1

pour coordonnées (2 ; — 1 ; 1), donc le point I appartient a la droite D.
b. Q%= (273)2+ -1- 1)2+ (1 73)2 =1+4+4=9doncIQ = 3, le point I appartient a la sphere S.

c. Soit M un point d’intersection de S et de D, alors QM ? =9 soit (r+1 73)2+(2t737 1)2+(t73)2 =9
$0it (1—2) 2+ Q-+ (t-3)2=91t—41+4+41>-161+16+1°—61+9=961"-261+20=0=31>-131t+10=0

. . . 10 . N . , N
Cette équation admet deux solutions | =1 et ¢, = 3 donc la droite D coupe la sphere S en deux points 1’un est I (parametre ¢ = 1)

1
Iautre I’ (paramétre ¢ = ?0 ).
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EXERCICE 2 5 points Candidats ayant suivi ’enseignement de spécialité
2 2 2 2 —
Yy —z@{x Ty 5<:>QM2=5etz=5oiIQestlepointdecoordonnées(O;0;5)

l.a. MePnP, 5
z=5 z=35

L’intersection de I’ensemble P et du plan d’équation z = 5 est un cercle de centre €2 (0 ; 0 ; 5) et de rayon ﬁ .
Ttyi= =x’+1
b. MePnP,_ i 77 T 7T
y=1 y=1
L’intersection de I’ensemble P et du plan d’équation y = 1 est une parabole d’axe (O z) de sommet S(0 ; 1 ; 1) dans le plan d’équation
y=1.

2.a. S est’ensemble des points M de I’espace tels que OM * = 6. Une équation de la sphere S est x> + y* + 27 = 6.

2 2 2 2 2 2
X"+ =z X~ + =2z X~ + =2
b. NleSmPc:{ Y c>{ Y c>{ Y

x*+y*+z°=6 z+z°=6 27+z-6=0
L’équation 22+ z— 6 =0 admet deux solutions z;=2etz,=—3
MeSmp@{x2+y2=z {y - {X”Vﬂ {y3
z=2 z=-3 z=2 z=-3
x%+y?>0donc il est impossible que x>+ y*=-3
x*+y?=2
z2=2
L’intersection de la sphere S et de ’ensemble P est un cercle de centre €2° (0 ; 0 ; 2) de rayon \/3 .

MeSnP& { S OM?=2etz=2 ol O est le point de coordonnées (0 ; 0 ; 2)

3.a. —3x1+2x2=1doncun couple d’entiers relatifs solution de I’équation (E) : =3 x+2y=1est (1l ;?2).

-3x+2y=1
-3x1+2x2=1

3(x—1)=2(y—2)donc 3 divise 2 (y —2) or 2 et 3 sont premiers entre eux donc 3 divise y — 2

Il existe un entier relatif k tel que y—2 =3 ksoity=3 k+2

En remplacant dans 3 (x— 1) =2 (y—2)onobtient 3 (x—1)=2x3 ksoitx—1=2kdoncx=2k+ 1
Vérification : —3x+2y=-3Qk+1)+2Bk+2)=—6k—-3+6k+4=1

L’ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de I’équation (E) est (2 k+ 1 ;3 k+ 2) avec k € Z.

b. (x;y)solutionde—3x+2y=1<:>{ S-3x-D+2(y-2)=0=3x-1)=2(-2)

P est ’ensemble des points tels que z=x>+y>doncz= 2 k+ 1)*+ B k+2)*=13k*+16k+5
z<25donc 13 k*+ 16 k+5<25s0it 13k*+ 16 k—20<0

A=l%%=362dmmkl=—2ak2=%g

13kﬂ%6k%£0¢3ke{—2%§}

k est un entier relatif donc k € {—2;—1;0}

k -2 -1 0
x=2k+1 -3 -1 1
y=3k+2 -4 -1 2
z=x’+y’ 25 2 5

Les points de I’ensemble P dont les coordonnées (x ; y ; z) sont des entiers relatifs vérifiant : —3 x + 2 y = 1 et z < 25 sont les points :
A(=3;-4;25B(-1;-1;2)etC(1;2;5)
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EXERCICE 3 5 points Commun 2 tous les candidats
Partie A :
) 2
3
la. |p|*= (—%) +[§j =ldonc|p|=1

g= p donc|q|=|p|=1 donc les points P et Q appartiennent au
cercle I" de centre O et de rayon 1.

b.

2.a. |z|=OMet|z+ 1]|=KM donc ’ensemble D des points M

d’affixe z tels que | z | =| z + 1 | est ’ensemble des points M tels
que OM = KM donc D est la médiatrice de [OK].

3
b. p(1):%Jri%donc|p|=|p+1|doncPeD0r

P e I" donc P est un point d’intersection de la droite D et du cercle
I.

-D= l —i £
1 2 2
donc Q est un point d’intersection de la droite D et du cercle I'".

donc |g|=|g+1|doncQeDorQeTl

Une droite coupe un cercle en au plus deux points donc P et Q sont les points d’intersection de I’ensemble D et du cercle I'.

Partie B :
l.a. O estle centre du cercle circonscrit du triangle ABC donc OA =0B =0C donc |a |=|b|=]|c|
a#0donc|a|#0doncpuisque |a|=|b]|=|c| alors 2‘: £l=1
a a
+bh+
b. O est le centre de gravité du triangle ABC, donc arbte =0donca+b+c=0.
c. a+b+c=0doncc=-(b+a)donc E:—M:—(l+éj donc Ly é+1 or 2 - < =1 donc 2 :‘ —+1
a a a a a a a a
b . b . N
d. — | =1 donc le point d’affixe — appartient au cercle de centre O de rayon 1 donc aT'.
a a

b b e b TN . C e . .

—|=|—+1|=1 donc le point d’affixe — appartient a la droite D donc est un point d’intersection de cette droite et du cercle I

a a a
donc é=p ou qu.

a a
. b c
2. Dans cette question, on admet que —=p et —=gq.
a a
3 3 3 3

a. q—1=—%—i%;=>-%;(J?ln)ap—1=—%+i%;=>-%;(JE—D

g-1 _3+i_ (J3+i)?  2+2i3
p-1 J3-i (J3-i)(J3+i) 4

:1+;J§:e§’

(On aurait pu aussi utiliser la forme exponentielle de \ﬁ +ietde /3 —1i).
c—a
> — b b - -1 -
b. Cegdoncg-1="2 ;2 pdoncp-1=2"Ldonc I~ =_a _°79
a a a a p-1 b-a b-a
a
c—a
. P AC = AB
79 _¢"3 donc keZ<o . . g k € Z < le triangle ABC est équilatéral.
b-a c—a o (AB,AC)=—+2km
arg =—+2km 3
b-a 3
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EXERCICE 4 5 points Commun 2 tous les candidats

Partie A :
1.
/Z/GV!+1
5
G,
P \
g 5
Gn+1
1 /G’1+l
—Pn
— 5
Gll
\é\G’”’l
2. pourtoutnentiernaturelnonnul,p,Hl=p(Gann+1)+p(G_ann+1)
= x%+(1— )xl<:> 2,1 +l<:> -1 +l
Pn+1=Pn 5 Pn 5 Pn+1 Spn Spn 5 Pn+1 Spn 5
3ae tpor=pro—s=tp i1
o Ue n+1_pn+l 4 - Spn 5 4
1

u ——1 p ——1 u ——1 p, +— oru,=p ——1 Spn=Uu +—1 donc u ——1 p +—1 Su ——lu
n n n n n n n n n n
! 5 20 + 5 " 4 4 4 + 5 " 4 ! 5

L 1 . 1. 3 3 (!
(U ) n <y €St une suite géométrique de raison g et de premier terme u | =p | — Z solt u | = Z donc u, = Z>< -

5
, 1 , 3 S
b. Pour tout n entier naturel nonnul, p,, =u, + Z donc pour tout n entier naturel non nul, p,, = Z X g + Z .
1 (! . 1
c. —1<=<1donc lim |- =0donc lim p,=—.
5 ns+x |\ § n—+x 4

Partie B :
1.a. On aune succession de 10 expériences aléatoires identiques et indépendantes, chacune d’elles a deux issues :
e réussite : le joueur gagne (p = 0,25)
e ¢échec : le joueur ne gagne pas (g =1—p =0,75)
donc la variable aléatoire égale au nombre de parties gagnées par le joueur suit une loi binomiale de parametres (10 ; 0,25).

b. pX=21D=1-pX=0)=1-0,75" soit environ 0,94
c. L’espérance de X est égale a n p soit 10 x 0,25 donc 2,5.

2.a. Le joueur en moyenne gagne 2,5 parties donc regoit 8§ x 2,5 = 20 € or il paye 30 € pour pouvoir jouer donc ce jeu est
désavantageux pour le joueur.

b. Le joueur réalise un bénéfice supérieur a 40 € s’il regoit au moins 70 € (la somme versée initiale ment pour pouvoir jouer plus
le bénéfice).

Une partie gagnée rapport 8 € donc le joueur doit gagner au moins 9 parties.

p(X29)=pX=9)+pX=10) soit environ 0,00003.
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