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Recherche des isométries du plan
conservant un carré, un losange, un
parallélogramme, un rectangle.

Cadre: On se place dans un plan affine euclidien orienté P.

Pré-requis:

o Notion de groupe.

o Définition et principales propriétés des isométries affines de P. (En particulier, 'en-
semble des isométries de P forment un groupe, qu’une isométrie conserve les barycentres
et qu’elle est déterminée par la donnée de trois points non alignés).

o Notions d’isométrie positive (déplacement) et négative (antidéplacement). (En parti-
culier, ’ensemble des déplacements de P est un sous-groupe des isométries de P).

o Définitions et caractéristiques des polygones convexes, des parallélogrammes, des lo-
sanges, des rectangles et des carrés. (En particulier, les sommets d’un polygone convexe
P sont les seuls points de P qui ne sont pas milieu de deux autres points de P).

Notations: Dans cet exposé, on notera Is(A) (respectivement Is*(A), respectivement
Is(A)) 'ensemble des isométries (respectivement isométries positives, respectivement iso-
métries négatives) conservant A.

0.1 Généralités sur les isométries affines conservant un
polygone P.

Soit A une partie de P et P un polygone convexe de centre O.
Théoréme 0.1.1.
L’ensemble Is(A) muni de la loi de composition est un groupe et Is*(A) est un sous-groupe
de Is(A).
De plus, si s € Is7(A) fixé, alors

vs: IsT(A) — Is™(A)
o= sof

|_est bijective.

Démonstration. Tout d’abord, Is(A) n’est pas vide puisqu’il contient 'identité. Soient f et
g deux isométries de Is(A), alors puisque les isométries du plan forment un groupe, f o g est
encore une isométrie. De plus, f o g(A) = f(A) = A, et en composant & gauche par f~!,
on obtient g(A) = f~'(A) et par conséquent, f~'(A) = A. L’ensemble des déplacements du
plan formant un sous-groupe des isométries du plan, il est maintenant évident que Is™(A)
forme un sous-groupe de Is(A).



Le composée d’un déplacement et d’un antidéplacement est un antidéplacement, donc
solIsT(A) C Is~(A). Réciproquement, toute application f € Is™(A) s’écrit f = so(so f) or
la composée de deux antidéplacements est un déplacement, par conséquent f € sols™(A). m

Remarque: Lorsque A est de cardinal fini et Is™(A) # 0, alors Is*(A) et Is~(A) sont de
méme cardinal et pour connaitre Is(A) il suffit de connaitre Is™(A) et un élément de Is~(A).

Proposition 0.1.2.
Si une isométrie f conserve P, alors f transforme un sommet de P en un sommet de P.

Démonstration. Les sommets d’un polygone convexe P, sont les seuls points de P qui ne
sont pas milieu de deux autres points de P. Or une isométrie conservant les barycentres, elle
envoie un sommet de P sur un sommet de P. |

Conséquence: Le cardinal du groupe Is(P) est majoré par le nombre de permutations
des sommets, il est donc fini.

%LThéoréme 0.1.3.

Tout isométrie conservant un ensemble fini de points laisse fixe I'isobarycentre de ces points.

Démonstration. Soit f une telle isométrie et O ’'isobarycentre de ces points. Comme f est
une isométrie, elle conserve les isobarycentres, ainsi f(O) est l'isobarycentre de ’ensemble des
images par f des points donnés qui est encore, par hypothése, I’ensemble des points donnés.
Donc f(O) = O. ]

Conséquence: Les seules isométries conservant P sont les isométries qui ont au moins
un point fixe, c’est-a-dire des rotations de centre O ou des réflexions d’axe passant par O.

0.2 Isométries conservant le parallélogramme.

Dans cette partie, P désigne un parallélogramme ABCD de centre O.
Théoréme 0.2.1.
Le groupe des isométries conservant un parallélogramme qui ne soit ni un rectangle ni un

losange est
G = {Id, 80}.

<

g

~

D C

Démonstration. Si r € Is™(P), alors r est une rotation de centre O, par conservation des
distances, le segment [OA] sera transformé en [OA] ou en [OC], de sorte que r(A) = A ou C.
e Sir(A)=A, alors r =1d.
e Sir(A) = C, alors r sera la symétrie sp de centre O. Réciproquement, Id et sp conserve
bien P d’on Is™(P) = {Id, sp}-
Si s € Is™(P), alors s est une réflexion d’axe A passant par O. Par conservation des
distances, s conserve {A,C} et {B, D}, d’ou s(4) = A ou C.
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e Si s(A) = A, alors A = (OA) et nécessairement s(B) = D. Par conséquent, les
diagonales (AC) et (BD) sont perpendiculaires ce qui contredit I’hypothése P n’est pas
un losange.

e Si s(A) = C, alors A est la médiatrice de [AC]. Par hypothése, les diagonales ne sont
par perpendiculaires, donc B et D n’appartiennent pas & A et on a s(B) = D donc
(BD) est paralléle & (AC), ce qui est absurde.

n

Théoréme 0.2.2.
Le groupe des isométries conservant un losange qui ne soit pas un carré est
K= {Id,SO,S(AC),S(BD)}-
A

C

Démonstration. Les mémes arguments que dans la démonstration précédente montreraient
que Is™(P) = {Id, so}. Dans le losange, les réflexions s(ac) et s(gp) par rapport aux droites
respectives (AC) et (BD) laisse invariant P. L’ensemble Is™(P) n’étant pas vide, il posséde
deux éléments (|Is*(P)| = 2), d’ou le résultat. ]

Remarque: Les ensembles Z/AZ et Z/27 x 7 /27 (le groupe de Klein) sont les seuls
groupes (& isomorphisme prés) & quatre éléments. Le groupe du losange n’ayant que des
éléments d’ordre deux, il est isomorphe & Z/27Z x Z/27.

Théoréme 0.2.3.

Le groupe des isométries conservant un rectangle qui ne soit pas un carré est
R = {Id7 50, 8A1, 3A2}7
ou A; est la médiatrice de [AB] et A, celle de [AD)].

A B

D C

Démonstration. Soit r une application de Is*(P), c’est une rotation de centre O. Notons M
le milieu de [AB] et M' celui de [CD]. La conservation des distances impose & I'image du
segment [AB] par r d’étre soit [AB], soit [CD].
e Si r([AB]) = [AB], la conservation des milieux par r entraine (M) = M. Par consé-
quent, r est une rotation possédant deux points fixes O et M, c’est donc I'identité.
e Si r([AB]) = [CD], la conservation des milieux par r entraine (M) = M’, ainsi r est
d’angle plat.
Les réflexions d’axe A; et Ay conservent bien P et ce sont deux éléments de Is™(P), qui
posséde autant d’élément que Ist(P), c’est-a-dire deux. [
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Remarque: Ce groupe est aussi isomorphe au groupe de Klein et a fortior: & K.

%, Théoréme 0.2.4.
Le groupe des isométries conservant un carré est

C= {Id7 Ty T27 T37 SA1) SAg) S(AC)s 3(BD)}7

ot 7 est la rotation de centre O et d’angle 7(mod27), A; est la médiatrice de [AB] et A,
| celle de [AD].

A B

D C

Démonstration. La rotation r est un élément de Is™ (P). Les quatres rotations Id, r, r% et 73
laissent le carré invariant.
Réciproquement, si p € Ist(P), alors p(A) € {4, B, C, D} c’est-a-dire p(A4) € {A,r(4),72(4),r3(4)}.
1l existe donc k[0, 3] pour lequel p(A) = r*(A4). Or deux rotations coincidant sur deux points
distincts sont égales donc p = r*. Ainsi Is*(P) = {Id, r, 7%, r3}.
La réflexion s(sc) conserve le carré alors Is™ = {s(ac), Sac) © T, S(ac) © 1%, S(ac) © T}
Or s(ac) © 7(A) = swcy(B) = D donc s(ac) o7 = sa,. De méme, siucy o r’> = spp) et
s(ac) © T = sa,, d’o le résultat. m
Remarques:
e Ce groupe n’est pas abélien; on I'appelle le groupe diédral.

e Le résultat précédent peut aisément se généraliser aux polygones réguliers P,, & n cotés:
si on note r la rotation de centre O et d’angle 2 et s la réflexion d’axe (OA) oi A est

un sommet de P, on a

Is(P,) ={Id,r,72, 73 ... .r" L s,ros,r?0s,..., 7" Losl.
n 20 ? ? ? = ? ? ?



