Définition de e* pour z élément de C.
Propriétés. Etude de la fonction de la

variable réelle ¢t — e* et plus

généralement de t — e ot a € C.
Applications.

Pré-requis:
¢ Définition des séries entiéres, les critéres de Cauchy et d’Alembert traitant du rayon de
convergence d’une série entiére, le théoréme de dérivation d’une série entiére.
o Théoréme de passage a la limite dans les sommes infinies: Soient,
(an ) une suite double de nombres complexes,
(b) une suite de nombres complexes et
(cx) une suite de nombres réels positifs ou nuls, vérifiant:

o Vk e N,
lim ay i = bg.
n——+00
e V(n,k) € N2,
|an | < k.

e La série de terme général c; est convergente.

Alors,
oC oC
lim g Op g = g by.
n—+00 ’
k=0 k=0

¢ Définition de e® pour z € R, comme limite de la suite u définie par u, = (1 + %)” et
ses propriétés.

o Définition du cosinus et sinus réels.

¢ Formule du binéme.

¢ Produit de Cauchy des séries entiéres.

0.1 L’exponentielle complexe.

Lemme 0.1.1.

Pour tout z dans C, on a:
(i) Lasérie Y-, -, %5 est normalement convergente.
(ii) La suite n — en(2) = (1+ £)" est convergente.

(iii)
A . Z\ "1
> o= dm (14+7)"



Démonstration. (i) Si on note a, := L (terme strictement positif pour tout n), alors
“—1 =n+ 1 — 400, donc la série entlere proposée a4 un rayon de convergence infinie
donc elle est absolument convergente pour tout z € C.
(ii) et (iii) D’aprés la formule du binome,

en(z) = (1 + %)n

k=0
nn—1)---(n—k+1) 2F
- 1+Z+Z nk k!
k=2
& 1 2 k—1Y 2*
= 1+z+;<1—ﬁ><1—ﬁ> (1— - )E

Puisque pour n > k, (1 — l) (1 — %) est nul. Soit,

n

an,0:1
Up,1 = <
o= (L= ) (1= ) oo (1= 550) iy sk

On remarque que, pour k fixé,

z
nl_l)I_{l Gk = bk E
De plus, V(n, k) € N2,
S
==

qui ne dépend pas de n tout en vérifiant que la série des ¢ converge ((i)).
On applique alors le théoréme de passage a la limite dans une somme infinie pour en
déduire que:

Jim (157" = i 3o

existe et vaut

oC oC k
z
g lim ap; = g bkzg —.
n—>+oo k!
k= k=0 k=0

Ce lemme nous permet alors de donner la définition suivante:

[J, Définition 0.1.2.
Pour chaque z € C, on définit ’exponentielle de z comme étant

> _n

|

|

I

I

! 2z

| — c
L expzi=Y 21

n=0



Notation: e* = exp z.
Cet dénomination est justifiée par le lemme précédent, qui nous dit que ’exponentielle
complexe ainsi définie coincide sur I’axe réel avec I’exponentielle réelle.

Propriétés 0.1.3.
La fonction exponentielle vérifie pour tout z,w € C:

exp(0) = 1.

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

exp(z) exp(—z) = 1.

exp(z) # 0.

d .
- exp(z) existe et vaut exp(z).
2

(vi)

exp(z) = exp (%) .

(vil)
| e? | — eRe z

Démonstration. (i) C’est évident.

(i)
exp(z+w) = Y

ZC’“ k™% (Formule du binome)

— v
B k (n —
exp(z+w) = z_) ( ) (Produit de Cauchy).
n!
(iii) Résulte de (i) et (ii) en écrivant (ii) avec w = —z.
(iv) Si exp(z) = 0 alors pour tout w € C\ {z}, exp(w) = exp(w — z)exp(z) = 0 or
exp(0) = 1.

(v) Résulte du théoréme de dérivation des séries entiére en remarquant que si a, =

alors ap, = (n+1)any1 et donc la série entiére ) a, 2" est égale 4 sa série entiére dérivée.
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(vii)

e]” = exp(z) - exp(z)
= exp(

exp(z) - exp (2)
= exp (2 Z)
= exp(2Rez)

€*[* = (exp(Rez))”.

Or |e?|? et (exp(Re z))” sont deux nombres réels positifs, ils sont donc égaux.

[, Définition 0.1.4.
Pour z € C, on définit son cosinus et son sinus par:

|
|
|
: eiz + e—iz
| cosz = ————
| 2
|
et . .
| . 2 e—ZZ
| sinz = -
| 2
Remarques:
[ J
d ) d .
—C0osSz=—sInz et —sinz =cosz.
dz dz

e =cosz +isinz.

Pour justifier la définition précédente (ce n’est pas une obligation dans cette legon), il
suffit de démontrer:

[J, Proposition 0.1.5.
Notons cos et sin les fonctions cosinus et sinus réelles.
Soient f et g deux fonctions dérivables de R dans R vérifiant:

f(0)=1,  g(0)=0
et

f'==g9, g=F
Alors,
f =cos et g = sin.




Démonstration. Posons
u(z) = f(z)cosz + g(x)sinz et v(z) = f(x)sinz — g(x) cos z.
u'(z) = f'(z) cosz— f(z) sinz+¢'(z) sinz+g(z) cosz = 0 et de méme v'(z) = 0doncu =1
et v=0. Or f(z) = u(z)cosz+v(z)sinz = cosz et g(z) = u(x)sinzx—v(z)cosz =sinz. m

Les fonctions cos et sin définies sur C vérifiant les conditions de la proposition lorsqu’on
les restrient & R, elles coincident donc sur R avec les fonctions sin et cos usuelles.

0.2 Les fonctions t — e¥, avec a € C.

Théoréme 0.2.1.
La fonction g définie par:
g: R —

C
; gat avec g € C

est indéfiniment dérivable et Vn € N*,

Jr(t) = ag(t),

Démonstration. La premiére assertion est immédiate, en remarquant que ¢ est la composée
de deux fonctions €.
La deuxiéme assertion se démontre par récurrence sur n a ’aide de la définition de exp. =

Propriétés 0.2.2.

(i) Vi e R, .
e" = cost + isint.
(ii) Vt € R, |
le"| = 1.
(iii) Les formules d’Euler: V¢ € R,
eit 4 =it
="
cos 5
et . ,
ezt _ e—zt
-
sin 5

(iv) La formule de De Moivre: V¢ € R, Vn € N,
(eit)n _ eint,

c’est-a-dire,

(cost + isint)"™ = cosnt + isinnt.

Démonstration. Tout ceci découle directement de la partie précédente. [ ]



0.3 Applications.

0.3.1 La linéarisation de (cost)” et (sint)”.

Cette opération consiste & écrire (cost)™ ou (sin¢)” comme combinaison linéaire de cos et
de sin.
Pour cela, on écrit la formule d’Euler:

it | —it\ ™
(cost)" = (%) ,

on développe ensuite avec l'aide de la formule du binéme et on regroupe les termes de sorte
de faire apparaitre des cosinus et de sinus.
Exercice: Linéariser (cost)?.
Cette méthode a pour intérét de trouver les primitives de (cost)™ ou (sin )"
ou encore leur produit, néanmoins, lorsque n est impair, il est toujours possible de faire
apparaitre f’f"~1 il n’est alors plus nécessaire de linéariser.

0.3.2 Un calcul de somme.

Pour a € R et b € R*,

Zcos(a +kb) = Re ( ei(‘“’kb))
k=0

ia 1_(eib)n+1
= Re ( T

Z cos(a + kb) = cos
k=0



