Applications du produit scalaire et du
produit vectoriel dans 1’espace orienté:
calculs de distances, d’aires, de volumes,
d’angles....

Pré-requis:

o La connaissance de la structure d’espace affine (Calcul de vecteurs, la relation de
Chasles).

¢ La définition de produit vectoriel et produit scalaire (En particulier, la notion d’orthogo-
nalité, I’expression a I’aide du cosinus du produit scalaire dans une base orthonormeée).

o Les définitions de droites et de projections orthogonales.
¢ La définition du sinus d’un angle orienté a I'aide du déterminant.

Cadre: On se place dans un espace affine € et on notera € son espace vectoriel associé.

0.1 Distances.
[ Théoréme 0.1.1.

|

- Soit T une droite vectorielle de vecteur directeur 7. On notera P, I’hyperplan orthogonal
| a D, py et pyp les projections orthogonales respectivement sur et sur P. Pour tout
' vecteur w de &,
|
|
|
|
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Démonstration. Dans la décomposition i @ Hf de & en somme orthogonale, o = u{ + u3
avec Ui = pg (W) = AT et U = pzz (W) = pp (). De plus, on a:

W= (W @) =T at = A || T

S
Ainsi A = Bk et

(@) = %=
pg (W) = -
17

3
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L’égalité w3 = W — u{ donne l'autre égalité. |

Remarque: Sion rapporte € a un repére orthonormal, la distance d’un point M de € de
coordonnées (my,mg,...,my,) & Phyperplan P d’équation aqz1 + eza + ... + anz, = c est

_eimy +agma 4.+ amy, — ¢

d(M,?P
( ) Vi +aoi+... +a2



Démonstration. Soit A(ay,as,...,a,) € P et W le vecteur normal & P de coordonnées
(aq,q9,...,a,). Notons la droite vectorielle 7L = R7 et H le projeté orthogonal
de M sur P. La décomposition du vecteur AM dans la somme directe @ s’écrit
AM =AH +H M ainsi M est le projeté orthogonal de AM sur B. Par conséquent:

d(M,P) = MH
m-ﬁ'
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WH (d’aprés le théoréme précédent)

lay (my — ay) + ag (Mg — ag) + ... + oy (My, — ay,)|
Vad+ai+... +a2

Or aqa; + agag + ... + apa, — ¢ =0, d’oul le résultat. n

Exercice: Dans le plan, chercher des équations cartésiennes des bissectrices des droites
d’équations y = 2z +5 et 7o — 3y = 1. Méme question dans ’espace pour les plans bissecteurs
des plans d’équations 4z +9y — 22 —5=0et z + 52— 2 =0.

Théoréme 0.1.2.

Soit A et B deux points distincts. Une équation de la sphére de diamétre [AB] est M A -
MB =0.

Démonstration. Soit I le milieu du segment [AB],
MA-MB =0 « (MI+IA)-(MI+18)

& (M7 +1)- (MT -

& MIP-1A?=0

& MI=1A.
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MA-MB =0

Théoréme 0.1.3.

Soir D une droite de € passant par A et de vecteur directeur @. La distance d’un point M
a D est:

772 n |

A D) = ")

Démonstration. On a d(M,D) = MH ou H est le projeté orthogonal de M sur D, puis
HM_A> A 7“ = H (MH + HZ) A WH - HMH> A 7“ — MH-|| 7.
n

Exercice: Soient A et B deux points de E et r un réel strictement poitif. Quel est
I’ensemble des points M de E vérifiant

MAANMB =r?



Démonstration. Regardons la distance de M a (AB):

|37 n 38| |57 o 378 |
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donc ’ensemble recherché est un cylindre de révolution d’axe de révolution (AB) et de rayon

ez .

Théoréme 0.1.4.
Soit P = (&, @) un plan de € passant par A. La distance d'un point M a P est

MA (T AT
W)= AT

Démonstration. Soit H le projeté orthogonal de M sur P, alors d(M,P) = M H. De plus, le
vecteur @ A 0 est normal 4 P. Donc

MﬁmﬁAﬁwﬂMﬁxﬁA?ﬂ=MﬂwﬁAﬁm

d’on le résultat. n

0.2 Angles, aires et volumes.

Dans cette partie, on supposera que € est orienté.
Donnons tout d’abord I’expression du sinus d’un angle orienté a I’aide du produit vectoriel:

Théoréme 0.2.1.
Soient A, B, C trois points de &,

e Si A, B, C sont alignés, alors sin (ﬁ,ﬁ) =0.
e Sinon, on note P4p¢ le plan passant par A, B, C' et on le muni d’un repére orthonormal
direct (O, 7, 77), alors

, _ ABANAC o
w2 = g ]

ol ? est le vecteur unitaire directement orthogonal & P4p¢ et ol sin (ﬁ , zﬁ ) deé-
signe le sinus de I’angle (ﬁ AC ) orienté par (77, 7).

. . =
Démonstration. Soit e = (T), 7, ?) la base de & proposée dans le théoréme. Alors

—s T4y, T=2T 4y T e W=aP+8T+7FE.



On peut écrire,
/

r Tr «
(WAV)-W=det. (W, V7, W)=y ¢y B
0 0 v

En développant le déterminant par rapport a la derniére ligne, on obtient
(WAT) T = detr,7) (T, 7) 7.

Or~v= T W et I’égalité est vraie pour tout réel o, § et +y, ainsi

AT =detip ) (T, ) K = || 7| |7 sin (7, 7) % .
|
Voici une application directe de cette formule:
[1, Théoréme 0.2.2.
Soit ABC' un triangle de &€, I'aire de ABC' est
1
Aapc = 5 ||AB A AT||.
Démonstration. Soit H le pied de la hauteur issue de A. Alors,
1 1 1
Aapc = 5BC - AH = SBC - AB sin (W,B_ff)‘ =2 Hﬁmﬁ“.
|
Exercices:
1. Soit ABCD un quadrilatére plat non croisé de €. L’aire de ABCD est
1
-AABCD = 5 Hzﬁ/\ ﬁ“ .
figure 1 figure 2 figure 3
D D C
A
¢ 4
D
B B A

2. On construit les symétriques A’, B’, C' respectifs des points A, B, C par rapport aux
points B, C, A. Quel rapport y a-t-il entre les aires des triangles A’'B'C' et ABC?

C !
’N\Tf:;\

B



3. Montrer que le centre de gravité G d’un triangle ABC' divise ’aire du triangle en trois
aires égales.

Démonstration. 1. Supposons ABC D direct. On a

1|70 n BB = L |48 £ BD - BT £ BT .

Si ABCD est convexe (figure 1), les bases (ﬁ : BD ) et (B? : BD ) sont directes et
les vecteurs AB A BD et BC A BD sont colinéaires et de méme sens. Ainsi,

%Hzﬁ/\ﬁ“ Z%HEABWH-F%HB?/\B?H:-AABD+-ABCD:-AABCD-

Si ABCD est non convexe, plagons nous dans le cas de figure 2 (la figure 3 se traite de
la méme fagon). Les bases (ﬁ , BD ) et (B? , BD ) sont de sens contraires. Ainsi

\

les vecteurs AB; A BD> et BC' A BD sont colinéaires et de sens contraires et on obtient:

3 [AC ABD | = 3|38 ABD | - } |BC ABD|| = 1A4n0 — Ancol = Aunco.

AB"'ANAC

A AB + BB ) A (A'/f +ac’ )

3B—A>+21W) A (2B_A’+C_A’)

BA ANBA+3BANCA +44C NBA +24AC ACA
—— S——

[ [

A8 ANAC = 7TAB AAC

(

= (BA> +2Bd) A (2BA> +CA>)
(
6

d’on

T T = [0 0 = e

1
AA’B’C’ = 5

3. Le centre de gravité G vérifie GA +GB +GC = 0. Ainsi, GANGB+GCAGE =0
c’est-a-dire Agap = Agpc. De la méme fagon on a Agpc = Agca-
[

Théoréme 0.2.3.
Soient A, B, D, E quatres points affinement indépendants de ’espace de dimension 3. Le
volume du parallélépipéde construit sur les arétes [AB], [AE], [AD] est

Vapon = ‘(AB?AAU‘) -Aﬁ‘.



Démonstration. Soit E' le projeté orthogonal de E sur la base ABCD.

Le volume du parallélépipéde sera V = Aapcp X EE'. Or d’aprés les théorémes précédent,

AE*-(AB?AAU‘)
|38 7D

AABCDzHﬁ/\ﬁH et EE =d(E,Papc) =

Donc
VappE = ‘AB?AAU“- Aﬁ-gij:g - ‘(AB?AAU‘) -AE‘.

[ |
Remarque: Remarque, dans la figure ci-dessus, le volume de la pyramide ABCDE sera

(AB; A AD>) AR , et celui du tétraédre ABCE sera é ‘ (AB; A AD>) AE>‘

Exercice: Soit ABCD un tétraédre et I, J, K, L, M les milieux des arétes indiqués sur
la figure ci-dessous;

L
3

Montrez que

VABCD =

4
3

‘(LN\/\LM}) KM"



